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Кваліфікаційна наукова праця на правах рукопису. Дисертація на здобуття 
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«Напівпровідникові перетворювачі електроенергії» (171 – Електроніка). – 
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імені Ігоря Сікорського», Київ, 2021.  
У дисертаційній роботі отримала подальший розвиток теорія спектрального 
аналізу струмів та напруг перетворювачів в базисі ряду Фур’є декількох змінних та 
розрахунку інтегральних показників якості електроенергії у згорнутій аналітичній 
формі. Отримані результати у сукупності є теоретичним узагальненням та новим 
вирішенням важливої науково-прикладної проблеми підвищення ефективності 
аналізу та керування напівпровідниковими перетворювачами на основі побудови 
теорії спектрального аналізу та синтезу законів керування базованих на 
використанні ряду Фур’є декількох змінних.  
У першому розділі проаналізовано умови забезпечення якості електроенергії 
у системах з напівпровідниковими перетворювачами та основні інтегральні 
параметри якості, що характеризують рівень електромагнітної сумісності 
споживачів електричної енергії і мережі. Показано, що через значне збільшення 
кількості нелінійних імпульсних споживачів однією з основних причин погіршення 
параметрів якості електроенергії є генерація споживачами інтергармонік струму і 
напруги, що майже не зменшуються мережевими фільтрами. Проаналізовано 
існуючі методи визначення інтергармонік та виявлено їх велику обчислювальну 
складність при розрахунку інтергармонік модульованих струмів і напруг на виході 
перетворювачів електричної енергії, що зумовлена жорсткою прив’язкою 
модулюючого сигналу, носійної функції та інтергармонічних збурень між собою і, 
як результат, необхідність перерахунку параметрів закону модуляції при будь-якій 
зміні одного з параметрів. 
При цьому важливою проблемою є не тільки визначення спектральної 
характеристики струму або напруги, які формуються перетворювачем у вже 




Для усунення громіздких розрахунків запропоновано описувати параметри, 
що впливають на результуючий закон модуляції, у просторі незалежних змінних і 
отримувати узагальнені спектральні характеристики сумарного сигналу в M-
вимірному просторі при довільному співвідношенні значень незалежних змінних.  
Узагальнені спектральні характеристики дозволяють отримати модель 
модульованого сигналу, що містить повну інформацію про нього, при будь-якому 
співвідношенні між періодом модулюючого сигналу, носійної функції та 
інтергармонічних збурень. 
У результаті огляду методів, що базуються на описі сигналів в просторі 
декількох змінних, як базовий метод обрано ряд Фур’є двох змінних за рахунок 
його низькою трудомісткості та поставлено задачу на узагальнення цього методу 
на довільну кількість змінних. 
У другому розділі ряд Фур’є узагальнено на М змінних та проаналізовано 
властивості ряду, необхідні для аналізу спектра модульованих сигналів з 
інтергармоніками. Визначено умови появи інтергармонік у спектрі та адаптовано 
формули розрахунку для їх обчислення. Отримано базові розрахункові 
співвідношення для розповсюджених модифікацій – переднього фронту, заднього 
фронту та двостороннього ШІМ і АШІМ сигналів І і ІІ роду на основі ряду Фур’є 
двох змінних та запропоновані співвідношення, що узагальнюють отримані 
результати  на М змінних. 
За умови аналізу складніших законів модуляції, наприклад ШІМ з 
передмодуляцією третьою гармонікою, векторної ШІМ показано значне 
ускладнення аналітичних виразів спектральних компонент і, як наслідок, 
доцільність розрахунку спектра у чисельній формі. Для цієї мети адаптовано 
алгоритм швидкого багатовимірного перетворення Фур’є для задачі розрахунку 
спектра модульованих сигналів та оцінено його трудомісткість. 
У третьому розділі показано, що активний розвиток сучасних систем 
керування і регулювання параметрів мереж змінного струму вимагає розробки 
методів формування ШІМ, що дозволяють керувати окремими гармоніками або 
групами гармонік несинусоїдальних струмів і напруг, що неможливе при 
безпосередньому використанні перетворень Кларка-Парка, і вимагає використання 
методів керування у спектральній області на основі ряду Фур’є декількох змінних. 
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Для вирішення цієї задачі проаналізовано обмеження у використанні ряду 
Фур’є, які потрібно усунути, а саме: узагальнений ряд Фур’є використовується 
лише для розрахунку модульованих сигналів, формування яких здійснюється на 
основі носійної функції з постійною частотою; відсутність методів розрахунку 
спектра після фільтра; неможливість розрахунку інтегральних параметрів якості 
електроенергії на основі узагальненого ряду Фур’є. 
Для усунення основних обмежень у використанні узагальнених рядів Фур’є 
розроблено наступні методи та методики: метод розрахунку спектра модульованих 
сигналів зі змінною частотою носійної функції; метод розрахунку струмів і напруг 
на виході фільтра на основі спільного використання рядів Фур’є однієї і декількох 
змінних; методику розрахунку інтегральних показників якості модульованих 
струмів і напруг на основі узагальненого ряду Фур’є, що значно розширили 
можливості багатовимірних рядів Фур’є при використанні їх у системах керування 
та синтезі перетворювачів електроенергії на основі оцінки якості параметрів 
електроенергії. 
У четвертому розділі проаналізовані засади реалізації ефективного керування 
інверторами та для їх реалізації запропоновано модифікації існуючих законів 
модуляції: регулювання кратності модуляції напруги інвертора для забезпечення 
необхідного значення коефіцієнта гармонік KГ, що дозволяє зменшити обсяг 
динамічних втрат у перетворювачі та, відповідно, габаритів перетворювача та маси 
необхідних радіаторів під час його проектування; синтез двополярної модуляції зі 
зменшеним значенням першої гармоніки з метою зменшення масогабаритних 
показників трансформатора інвертора. В результаті чого розроблено принцип 
керування однофазним інвертором за значенням коефіцієнта гармонік, що дозволяє 
зменшити обсяг математичних операцій мінімум на два порядки при похибці 
розрахунків не вище 1 %, та забезпечує зменшення на порядок обсягу динамічних 
втрат завдяки зменшенню значення параметра кратності модуляції при 
максимальних навантаженнях. Також запропоновано використовувати метод 
модуляції ЧІМ з інвертуванням полярності кожного другого імпульсу, описаний в 
базисі ряду Фур’є двох змінних, що зменшує масогабаритні параметри 
перетворювача із забезпеченням необхідного значення коефіцієнта гармонік 
вихідної напруги.  
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П’ятий розділ містить інформацію про адаптацію узагальненого ряду Фур’є 
до розрахунку спектра з інтергармоніками. На основі розробленого методу 
проаналізовано ряд практичних задач, що пов’язані з генерацією інтергармонік. 
Спочатку розраховано спектральний склад напруги мережі змінного струму 
з імпульсним параметричним навантаженням та проаналізовано зменшення 
складності алгоритму розрахунку у порівнянні з рядом Фур’є однієї змінної. 
Виявлено, що складність розрахунку спектра на основі узагальненого ряду Фур’є 
декількох змінних прямує до теоретичної межі мінімально можливої складності 
алгоритму розрахунку спектра О(N), що значно менше ніж у швидкого 
перетворення Фур’є О(Nlog(N)). Розрахунок значення окремої гармоніки або групи 
гармонік має складність О(N1/M), що також значно менше ніж у дискретного 
перетворення Фур’є – О(N).  
Після цього проаналізовано принцип утворення інтергармонік на вході 
трансформатора AC-DC перетворювача з гальванічною розв’язкою внаслідок 
накладання пульсації випрямленої напруги на модульовану високочастотну 
напругу та показано, що вплив інтергармонік має суттєвий вплив на 
підмагнічування трансформатора лише при невеликих кратностях модуляції і може 
досягати 20 % від вихідної потужності, при цьому підмагнічування 
трансформатора є меншим при непарному значенні чисельника параметра 
кратності модуляції. 
Виявлено, що на відміну від AC-DC перетворювача, у електроприводі  
асинхронного двигуна інтергармоніки суттєво спотворюють фазні струми. Для 
вирішення цієї проблеми розроблено методику усунення інтергармонік напруги на 
виході трифазного інвертора та запропоновано контролювати параметри якості  
вхідного струму електропривода, спожитого від мережі, за значенням струму фаз 
двигуна. 
У шостому розділі узагальнений ряд Фур’є використано при проектуванні 
модульних коректорів коефіцієнта потужності для вибору кількості комірок на 
основі необхідних значень параметрів якості електроенергії у заданому діапазоні 
зміни параметрів. Використання узагальненого ряду Фур’є дало можливість 
отримати аналітичні вирази залежності параметрів якості електроенергії від 
режимів роботи перетворювача і кількості комірок, що дозволяє усунути 
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багаторазове моделювання режимів роботи модульних перетворювачів у всьому 
діапазоні вхідних параметрів.  
Порівняно складність розрахунку спектра існуючими методами та показано, 
що складність розрахунку спектра на основі узагальненого ряду Фур’є прямує до 
теоретичної межі О(N) і має таку ж швидкодію як вейвлет перетворення, тоді як 
при розрахунку окремих гармонік та інтегральних показників якості, 
запропонований метод має найменшу складність О(N1/M) і О(1) відповідно. 
У роботі вирішена наукова технічна проблема підвищення ефективності 
інтергармонічного аналізу  та керування напівпровідниковими перетворювачами 
на основі побудови теорії спектрального аналізу та синтезу законів керування 
базованих на теорії ряду Фур’є декількох змінних.  
Уперше розроблено метод розрахунку інтергармонічних складових на основі 
ряду Фур’є декількох змінних та метод придушення інтергармонічних складових у 
трифазному інверторі регульованого електропривода, обчислювальна складність 
якого дозволяє реалізувати його у контурі системи керування, що працює у 
реальному масштабі часу та дозволяє знизити рівень інтергармонічних спотворень 
на порядок та вдвічі зменшити коефіцієнт нелінійних інтергармонічних 
спотворень. 
Результати роботи впроваджено: в експериментальному зразку модульного 
зарядного пристрою в рамках проекту «Research and Development of Electrical, 
Information and Material Technologies for Low Speed Rehabilitation Vehicles for 
Disabled People», що виконувався у співпраці з Ризьким технічним університетом, 
Латвія; для врахування інтергармонік при оцінці параметрів якості електроенергії 
– у ТОВ «Плодоовоч», Таллінському технійчному університеті, Естонія; для 
створення методик і рекомендацій щодо покращення параметрів якості та 
ощадливого використання електроенергії громадською організацією «Асоціація 
науковців України»; в учбовий процес в Національному технічному університеті 
України «Київський політехнічний інститут імені Ігоря Сікорського» при 
викладанні дисциплін «Теорія інформації та обробка сигналів», «Пристрої 
перетворювальної техніки», «Системи електроживлення електронної апаратури».  
Ключові слова: узагальнений ряд Фур’є декількох змінних, параметри 







Verbytskyi I.V. Spectral analysis of processes and synthesis of semiconductor 
converters control laws on the basis of a Fourier series of several variables. - Manuscript. 
The dissertation of doctor of technical sciences on a specialty 05.09.12 "Semiconductor 
converters of the electric power" (171 - Electronics). - National Technical University of 
Ukraine " Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute", Kyiv, 2021. 
In the dissertation work the theory of spectral analysis of converters currents and 
voltages in the basis of Fourier series of several variables and calculation of the electric 
power integral quality parameters in the closed analytical form is further developed. The 
received results together are the theoretical generalization and the new solution of 
important scientific and applied problem of increasing the efficiency of analysis and 
control of semiconductor converters based on the theory of spectral analysis and synthesis 
of control laws based on the Fourier series of several variables implementation. 
In the first chapter the conditions for ensuring the quality of electricity in systems 
with semiconductor converters and the main integral quality parameters that characterize 
the level of electromagnetic compatibility of electricity consumers and the power grid are 
analyzed. It is shown that because of a significant increase of amount of nonlinear pulse 
consumers, one of the main reasons for the deterioration of electricity quality parameters 
is the generation by consumers of interharmonic currents and voltages that are almost not 
suppressed by the power grid filters. The existing methods for determining 
interharmonics are analyzed and their high computational complexity for calculating 
interharmonics of modulated currents and voltages at the output of electric energy 
converters is revealed. That is because of rigid binding of modulating signal, carrier 
function and interharmonic perturbations and, as result, the necessity to recalculate of 
modulation law at any change of one of parameters. 
An important problem is not only the determination of the spectral characteristics 
of the current or voltage generated by the converter in an already operating system, but 




To eliminate cumbersome calculations, it is proposed to describe the parameters 
influencing the resulting modulation law in the space of independent variables and to 
obtain generalized spectral characteristics of the total signal in M-dimensional space at 
an arbitrary ratio of independent variables. As a result of the review of methods, the 
generalized spectral characteristics allow to obtain a model of the modulated signal 
containing complete information about it, at any ratio between the period of the 
modulating signal, the carrier function and interharmonic perturbations. 
As a result of the review of methods based on the description of signals in the space 
of several variables, the Fourier series of two variables is chosen as the basic method due 
to its low complexity and the problem of generalizing this method to any number of 
variables is set. 
In the second chapter, the Fourier series is generalized to M  variables and the 
properties of the series necessary for the analysis of the spectrum of modulated signals 
with interharmonics are analyzed. The conditions for the appearance of interharmonics in 
the spectrum are determined and formulas for their calculation are adapted. The basic 
calculated relations for the common modifications - rising edge, falling edge and 
symmetrical PWM and APWM signals of I and II kind on the basis of Fourier series of 
two variables are obtained and the relations generalizing the obtained results on M 
variables are offered. 
For analysis of more complex modulation laws, such as PWM with premodulation 
by the third harmonic, space vector PWM a significant complication of analytical 
expressions of spectral components and, as a consequence, the feasibility of calculating 
the spectrum in numerical form is shown. For this purpose, the algorithm of fast 
multidimensional Fourier transform was adapted for the problem of calculating the 
spectrum of modulated signals and its complexity is estimated. 
In the third chapter is shown that the active development of modern control systems 
and regulation of the AC power grid parameters requires the development of methods for 
forming PWM, of methods to control individual harmonics or groups of harmonics of 
non-sinusoidal currents and voltages, which is impossible with direct use of Clark-Park 
transformations and requires use of control methods in the spectral domain based on a 
Fourier series of several variables. 
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To solve this problem, the limitations in the use of the Fourier series that need to 
be eliminated are analyzed, namely: the generalized Fourier series is used only to 
calculate modulated signals, the formation of which is based on a carrier function with a 
constant frequency; lack of methods for calculating the spectrum after the filter; the 
impossibility of calculating integral paramters of electricity quality on the basis of a 
generalized Fourier series. 
To eliminate the main limitations in the use of generalized Fourier series, the 
following methods and techniques have been developed: the method of calculating the 
spectrum of modulated signals with variable frequency carrier function; method of 
calculating currents and voltages at the output of the filter based on the joint use of Fourier 
series of one and several variables; methods of calculating integrated quality indicators 
of modulated currents and voltages based on the generalized Fourier series, which 
significantly expanded the capabilities of multidimensional Fourier series when used in 
control systems and synthesis of power converters based on quality assessment of 
electricity parameters. 
The fourth chapter analyzes the principles of effective inverter control and for their 
implementation modifications of existing modulation laws are proposed: regulation of the 
inverter voltage modulation multiplicity to ensure the required value of the harmonic 
distortion coefficient KГ, which reduces the dynamic losses in the converter and, 
accordingly, the dimensions of the converter and radiators weight; synthesis of bipolar 
modulation with a reduced value of the first harmonic in order to reduce the mass and 
size of the inverter transformer. As a result, the principle of control of a single-phase 
inverter by the value of the total harmonic coefficient is developed, which allows to 
reduce the amount of mathematical operations by at least two orders with a calculation 
error of not more than 1%, and reduces the amount of dynamic losses by reducing the 
value of the modulation multiplicity parameter at maximum load, and it is proposed to 
use the method of PWM modulation with inversion of the polarity of every second pulse, 
described in the basis of the Fourier series of two variables, which reduces the mass and 
size parameters of the converter while providing the required value of total harmonic 
distortion value of the output voltage.  
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The fifth chapter contains information on the adaptation of the generalized Fourier 
series to the calculation of the spectrum containing interharmonics. Based on the 
developed method, a number of practical problems related to the generation of 
interharmonics are analyzed. 
First, the spectral composition of the AC power grid voltage with a pulsed 
parametric load is calculated and the decrease in the complexity of the calculation 
algorithm in comparison with the Fourier series of one variable is analyzed. It is found 
that the complexity of calculating the spectrum based on the generalized Fourier series of 
several variables goes to the theoretical limit of the minimum possible complexity of the 
algorithm for calculating the spectrum O(N), which is much less than in FFT O(Nlog (N)). 
The calculation of the value of an individual harmonic or group of harmonics has a 
complexity of О(N1/M), which is also much less than that of DFT – O(N). 
Then the principle of formation of interharmonics at the input of the transformer 
AC-DC converter with galvanic isolation because of the superimposition of the ripple of 
the rectified voltage on the modulated high-frequency voltage and showed that the effect 
of the interharmonic has a significant impact on the magnetization of the transformer only 
at small modulation multiplicities and can reach 20% of the output power, while the 
magnetization of the transformer is smaller at an odd value of the numerator of the 
modulation multiplicity parameter. 
It was found that in contrast to the AC-DC converter, in the electric drive of an 
asynchronous motor the interharmonics significantly distort the phase currents. To solve 
this problem, a method of eliminating interharmonic of voltage at the output of a three-
phase inverter has been developed and it is proposed to control the quality parameters of 
the input current of the electric drive consumed from the power grid by the value of the 
motor phase current. 
In the sixth chapter, the generalized Fourier series is used in the design of modular 
power factor correctors to select the number of cells based on the required values of power 
quality parameters in a given range of parameter changes. The use of a generalized 
Fourier series made it possible to obtain analytical expressions of the dependence of 
electricity quality parameters on the modes of operation of the converter and the number 
11 
 
of cells, which eliminates multiple simulations of modes of operation of modular 
converters in the entire range of input parameters. 
The complexity of the spectrum calculation by existing methods is compared and 
it is shown that the complexity of the spectrum calculation based on the generalized 
Fourier series goes to the theoretical limit O(N) and has the same speed as the wavelet 
transform, while when calculating individual harmonics and integral quality parameters, 
the proposed method has the least complexity О(N1/M) and O(1), respectively. 
The scientific and technical problem of increasing the efficiency of interharmonic 
analysis and control of semiconductor converters on the basis theory of spectral analysis 
and synthesis of control laws based on the theory of Fourier series of several variables is 
solved in the dissertation.  
For the first time, a method for calculating interharmonic components based on a 
Fourier series of several variables and a method for suppressing interharmonic 
components in a three-phase inverter of an regulated electric drive is developed, the 
computational complexity of which allows realize it in real time control systems and 
decrease in ten times the level of interharmonics and in two times coefficient of nonlinear 
interharmonic distortions. 
The results of the work were implemented: in an experimental modular charger 
within the project "Research and Development of Electrical, Information and Material 
Technologies for Low Speed Rehabilitation Vehicles for Disabled People", which was 
carried out in cooperation with Riga Technical University, Latvia; for takin into account 
interharmonics when assessing the parameters of electricity quality - in TOV 
"Plodoovoch", Tallinn Technical University, Estonia; to create methods and 
recommendations for improving the parameters of quality and economical use of 
electricity by the Association of Scientists of Ukraine; in the educational process at the 
National Technical University of Ukraine " Igor Sikorsky Kyiv Polytechnic Institute" in 
disciplines "Information Theory and Signal Processing", "Devices of Conversion 
Technology", "Power Systems for Electronic Equipment". 
Keywords: generalized Fourier series of several variables, electricity quality 
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ПЕРЕЛІК СКОРОЧЕНЬ, ОДИНИЦЬ ВИМІРЮВАННЯ, УМОВНИХ 
ПОЗНАЧЕНЬ 
AC-AC – перетворювач змінної напруги; 
AC-DC – перетворювач змінної в постійну напругу; 
ADALINE – метод адаптивного лінійного елемента (англ. adaptive linear element); 
DC-AC – перетворювач постійної в зміну напругу; 
DC-DC – перетворювач постійної напруги; 
ESPRIT – метод визначення параметрів сигналу через інваріант обертання (англ. 
estimation of signal parameters via rotational invariance technique); 
MUSIC – метод множинної сигнальної класифікації (англ. multiple signal 
classification); 
THD – коефіцієнт нелінійних спотворень; 
TIHD – коефіцієнт нелінійних інтергармонічних спотворень; 
АШІМ – амплітудо-широтно-імпульсна модуляція; 
АІМ – амплітудо-імпульсна модуляція; 
ВП – вейвлет перетворення;  
ГРП – граничний режим протікання; 
ДСТУ – державний стандарт України; 
ДПФ – дискретне перетворення Фур’є;  
ККД – коефіцієнт корисної дії; 
ККП – коректор коефіцієнта потужності; 
МК – мікроконтролер; 
НЧ – низькочастотний; 
ПГХ – перетворення Гілберта-Хуанга; 
ПН – постійна напруга; 
ПРП – переривчастий режим протікання; 
ПС – постійний струм; 
ФАПЧ – фазове автопідлаштування частоти;  
ФІМ – фазо-імпульсна модуляція; 
ЧІМ – частотно-імпульсна модуляція; 
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ШІМ – широтно-імпульсна модуляція;  
ШПФ – швидке перетворення Фур’є; 
B – коефіцієнт підмагнічування трансформатора; 
C(m1)(m2)…(mM) – спектральні компоненти узагальненого ряду Фур’є; 
f – частота; 
I, U – діючі значення струму і напруги відповідно; 
Im, Um – амплітудні значення струму і напруги відповідно; 
i, u – миттєві значення струму і напруги відповідно; 
k – номер гармоніки; 
L – значення іднуктивності; 
M – кількість змінних узагальненого ряду Фур’є; 
m1, m2,…, mM – індекси спектральних компонент; 
O – складність алгоритму розрахунку спектра; 
Р – кратність модуляції; 
R – значення активного опору; 
T – період; 
t – змінна часу; 
x1, x2.., xM – незалежні змінни узагальненого ряду Фур’є; 
y – функція модульованого сигналу в просторі декількох змінних; 
yH – носійна функція; 
yM – модулююча функція; 
yзб – функція збурюючого фактора; 
γ – коефіцієнт заповнення імпульсів; 
τ – стала часу електричного ланцюга; 





Актуальність теми. Ефективні технології виробництва, транспортування і 
перетворення електричної форми енергії зумовлюють значний обсяг її споживання 
у порівнянні з іншими видами енергії, які виробляє людство.  
Постійно зростаючий попит на електричну енергію, з одного боку обумовлює 
необхідність вдосконалення технологій генерування, розподілення, 
транспортування і перетворення параметрів електроенергії з метою зменшення 
втрат, покращення електромагнітної сумісності та параметрів якості 
електроенергії. З іншого – ускладнює цей процес, через збільшення типів 
навантажень та посилення вимог щодо параметрів якості електроенергії. Тому 
подальший розвиток систем перетворення параметрів електричної енергії 
можливий за умови створення нових топологій перетворювальних систем та 
методів їх керування, що покращують режими їх роботи. 
Основною метою розробки перетворювачів електричної енергії є покращення 
значень параметрів якості електроенергії та підвищення ефективності їх 
перетворення, що передбачає вирішення комплексу задач, серед яких доцільно 
виділити задачі синтезу їх структури та законів керування, що мінімізують втрати 
та спотворення параметрів електричної енергії. Одним з ключових напрямків теорії 
керування є використання спеціалізованих та адаптивних законів модуляції, що 
дозволяють забезпечити необхідні значення параметрів якості електроенергії при 
мінімальних динамічних втратах на основі інформації про спектральний склад 
напруг і струмів системи. 
Значний внесок у розвиток пристроїв перетворювальної техніки та методів 
керування зроблено кращими  закордонними та вітчизняними науковцями, такими 
як: В.С. Руденко, І.В. Волков, М.М. Юрченко, О.І Денисов, Є.І. Сокол, В.М. 
Михальський, В.М. Тонкаль, В.Я. Жуйков, І.Є. Коротєєв, Ю.С. Ямненко, І.В. 
Жежеленко, Ю.Л. Саєнко, Д.С. Осіпов, А.І. Солодовнік, T. Lipo, D. Holmes, F. 
Vasca та інші. 
Як правило, достатньо виділити сумарну складову спотворень струму або 
напруги і в подальшому використовувати її для покращення значень параметрів 
якості електроенергії. Однак все частіше виникає необхідність контролювати 
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значення окремих гармонік або їх груп та враховувати інтергармонічні спотворення 
напруги мережі, викликані неперіодичними процесами в мережі. 
Базові можливості для вирішення цих задач має ряд Фур’є двох змінних, 
однак через ряд обмежень, серед яких можна виділити: розрахунок спектра 
модульованих сигналів лише з постійною частотою носійної функції; відсутність 
методик розрахунку інтегральних показників якості; складність розрахунку 
спектра сигналу після фільтра інтергармонічних складових, спектральний аналіз в 
просторі двох змінних не використовують на практиці. 
У роботі вирішена науково-прикладна проблема інтергаромнічного аналізу 
процесів і синтезу законів керування імпульсних перетворювачів в базисі рядів 
Фур'є декількох змінних, що дозволяє забезпечити гнучке та адаптивне керування 
за значенням заданих інтегральних показників якості та виявляти і враховувати 
інтергармонічні складові напруг та струмів. 
Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Дослідження 
за темою дисертаційної роботи виконувалися на кафедрі електронних пристроїв та 
систем Національного технічного університету України «Київський політехнічний 
інститут імені Ігоря Сікорського» за темами, які фінансувалися Міністерством 
освіти і науки України: «Підвищення показників енергоефективності та 
ресурсозбереження засобами силової електроніки для технології отримання 
високонадійних зварюваних з’єднань різнорідних матеріалів» (№ ДР 
00116U006924, 2016 – 2018 рр.), " Система енергозабезпечення високочастотних 
вентильно-індукторних двигунів дрона з багатокомірковими перетворювачами і 
просторово-часовою модуляцією " (№ ДР 0120U102131, 2020 –2021 рр.), в рамках 
виконання грантової тематики: “Поліпшення характеристик і функціональних 
можливостей систем діагностування промислового обладнання на базі MEMS-
давачів” (договір Ф83/106-2018, 2018 р., замовник Державний фонд 
фундаментальних досліджень)  та на основі ініціативних досліджень «Розробка 
програмного забезпечення для багатомодуляційних перетворювачів параметрів 
електроенергії» » (№ ДР 0113U007390, 2013 – 2016 рр.). 
24 
 
При виконанні науково-дослідних робіт автор розробив нові підходи до 
опису модульованих сигналів на основі рядів Фур’є декількох змінних, та 
синтезував закони керування на основі значень параметрів якості електроенергії. 
Мета та задачі дослідження. Метою дисертаційної роботи є вирішення 
науково-технічної проблеми підвищення ефективності аналізу та керування 
напівпровідниковими перетворювачами на основі побудови теорії спектрального 
аналізу та синтезу законів керування базованих на теорії ряду Фур’є декількох 
змінних.  
Поставлена мета досягається вирішенням таких задач: 
1. Розвиток теорії використання рядів Фур’є декількох змінних для опису 
модульованих сигналів та врахування інтергармонічних спотворень. 
2. Розробка методу сумісного використання рядів однієї змінної з 
багатовимірними рядами зокрема для розрахунку спектра модульованих сигналів 
після фільтра. 
3. Розширення принципу розрахунку спектральних характеристик 
модульованих сигналів на сигнали зі змінною частотою носійної функції. 
4. Розробка метода розрахунку інтегральних показників якості електроенергії 
у згорнутій аналітичній формі. 
5. Застосування розроблених підходів для аналізу ефективності топологій і 
принципів керування напівпровідниковими перетворювачами електроенергії при 
вирішенні багатопараметричних задач керування, однією з яких є покращення 
параметрів якості електроенергії. 
Об’єктом дослідження є процес формування та обробки модульованих 
сигналів у просторі узагальненого ряду Фур’є декількох змінних.  
Предметом дослідження є методи формування модульованих сигналів у 
просторі узагальненого ряду Фур’є декількох змінних та регулювання на їх основі 
параметрів якості електроенергії. 
Методи дослідження мають комплексний характер складаються з 
теоретичної та експериментальної складових. У теоретичних дослідженнях 
використано математичні основи теорії електричних кіл для аналізу перехідних і 
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усталених режимів у перетворювачах електроенергії, методи спектрального 
аналізу для розрахунку спектру струмів і напруг та їх інтегральних показників 
якості, закони формування модульованих сигналів та принципи побудови систем 
керування для забезпечення необхідних режимів роботи перетворювачів. 
Експериментальні дослідження виконувались на макетних зразках та з 
використанням комп’ютерних моделей у середовищі MatLab Simulink.  
Наукова новизна отриманих результатів полягає в наступному:  
1. Розроблена теорія розрахунку спектральних складових струмів та напруг 
перетворювачів та інтегральних показників якості на основі узагальненого ряду 
Фур’є декількох змінних, що дозволяє аналізувати спектр напруг і струмів, що є 
функціями декількох параметрів у згорнутій аналітичній формі.  
2. Вперше запропоновано метод розрахунку інтергармонічних складових 
на основі рядів Фур’є декількох змінних, що має складність розрахунку спектра 
порядку О(N) на рівні з найшвидшим алгоритмом на основі вейвлет перетворення, 
однак на відміну від останнього дозволяє розраховувати значення окремих 
гармонік зі складністю О(N1/M) та параметрів якості електроенергії – О(1), що є 
набагато швидше існуючих аналогів та дозволяє використовувати розроблений 
метод у контурах системи керування для покращення параметрів якості 
електроенергії у реальному масштабі часу.  
3. Вперше розроблено метод розрахунку спектра модульованих сигналів зі 
змінною частотою носійної функції з використанням штучного перетворення 
змінної часу, після якого частота носійної функції є постійною, що дозволяє 
використовувати узагальнений ряд Фур’є декількох змінних.  
4. Вперше розроблено метод зменшення інтергармонічних складових у 
трифазному інверторі регульованого електропривода, що дозволяє знизити їх 
рівень на порядок та зменшити коефіцієнт нелінійних інтергармонічних 
спотворень з 4.6 % до 2.9 %. 
5. Вперше запропоновано сумісне використання ряду Фур’є однієї змінної і 
ряду Фур’є декількох змінних для розрахунку спектра з врахуванням фільтруючих 
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властивостей навантаження, що дозволяє покращити ефективність його 
розрахунку.  
Практичне значення одержаних результатів:  
Отримані результати є науковою базою для створення ефективних систем 
керування напівпровідниковими перетворювачами, що виконують функцію 
забезпечення необхідних значень параметрів якості електроенергії. Практичне 
значення результатів:  
1. Розроблено та реалізовано методику керування однофазним інвертором 
напруги з вихідною синусоїдальною напругою, що забезпечує стабільне значення 
коефіцієнта гармонік при мінімальній кратності модуляції напруги та зменшує 
динамічні втрати при максимальному навантаженні мінімум на порядок.  
2. Розроблено та реалізовано систему керування з вдосконаленим методом 
частотно-імпульсної модуляції, що забезпечує зменшення габаритів магнітних 
елементів інвертора до 60 % у порівнянні з типовими методами формування 
синусоїдальної напруги на основі широтно-імпульсної модуляції.  
3. Розроблено алгоритм та програмну реалізацію методики аналізу 
інтергармонік та їх інтегральний вплив на намагнічування магнітних елементів і 
погіршення значення параметрів якості електроенергії.  
4. Методика, що розроблена для розрахунку кількості комірок модульного 
перетворювача, використана для проектування та виготовлення зарядного 
пристрою з коефіцієнтом потужності, що перевищує 0.99, в рамках проекту 
«Research and Development of Electrical, Information and Material Technologies for 
Low Speed Rehabilitation Vehicles for Disabled People» (Дослідження і розробка 
електричних, інформаційних технологій та технологій матеріалів для 
низькошвидкісних реабілітаційних транспортних засобів для людей з обмеженими 
можливостями»). 
Подані в дисертації результати відображені в публікаціях автора в повному 
обсязі, впроваджені і використовуються при проектуванні перетворювачів 
електричної енергії для регулювання параметрів якості електроенергії, 
теоретичному та експериментальному визначенні можливості появи 
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інтергармонічних складових у мережах змінного струму при під’єднані 
різнотипних навантажень. 
Результати роботи знайшли практичне використання та впровадження в 
таких розробках. Акт впровадження результатів роботи у міжнародний проект 
«Research and Development of Electrical, Information and Material Technologies for 
Low Speed Rehabilitation Vehicles for Disabled People ERDF LV 1.1.1.1/16/A/147». 
Результати роботи використовуються для врахування інтергармонік при оцінці 
параметрів якості електроенергії – у ТОВ «Плодоовоч» та Таллінському 
технічному університеті, Естонія; для створення методик і рекомендацій щодо 
покращення параметрів якості та ощадливого використання електроенергії 
громадською організацією «Асоціація науковців України». Також результати 
досліджень викладаються в рамках лекцій та лабораторних робіт навчальних курсів 
«Теорія інформації та обробка сигналів», «Пристрої перетворювальної техніки», 
«Системи електроживлення електронної апаратури» при підготовці фахівців за 
спеціальністю 171 «Електроніка» в Національному технічному університеті 
України «Київський політехнічний інституті імені Ігоря Сікорського».  
Особистий внесок автора. Дисертаційна робота є узагальненням результатів  
автора із застосування рядів Фур’є для підвищення ефективності керування 
напівпровідниковими перетворювачами при забезпеченні необхідних параметрів 
якості електроенергії та врахуванням інтергармонічних складових. У наукових 
працях, опублікованих у співавторстві, здобувачу належать: у роботах [4-10], [31]  
автором розроблено спеціалізовані способи модуляції перетворювачами 
електричної енергії, що дозволяють під’єднувати паралельно декілька різнотипних 
джерел енергії та формувати в навантаженні або системі електроживлення струм із 
задовільними показниками електричної енергії; в [36, 37], [82-84] – розроблено 
наукові засади компенсації реактивної потужності у перехідних режимах та 
оцінено покращення параметрів якості електроенергії від його впровадження; в 
[103, 104, 226, 235, 236] – запропоновано покращення параметрів якості 
електроенергії за допомогою модульних перетворювачів з чергуванням фаз та 
оцінено ефект від їх використання; в [140, 149, 168] – проаналізовано методи 
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підвищення параметрів якості електроенергії при застосуванні спеціалізованих 
законів модуляції на основі узагальненого ряду Фур’є декількох змінних. 
Апробація результатів дисертації. Основні положення дисертаційної роботи 
доповідалися і обговорювалися на міжнародних науково-технічних конференціях: 
Проблеми сучасної електротехніки (2014, 2016, 2018, Київ), «IEEE International 
Conference on Electronics and Nanotechnology», ELNANO (2016, 2020, Kyiv, Ukraine), 
«International Conference on Intelligent Energy and Power Systems», IEPS (2014, 2016, 
Kyiv, Ukraine), «IEEE Ukraine Conference on Electrical and Computer Engineering», 
UKRCON (2017, Kyiv, Ukraine), IEEE  Workshop on Advances in Information, 
Electronic and Electrical Engineering (2015, Riga, Latvia), IEEE Conference Electric 
Power Networks (EPNet) (2016, Szklarska Poreba, Poland), IEEE International Scientific 
Conference on Power and Electrical Engineering of Riga Technical University (RTUCON) 
(2017, Riga, Latvia), Міжнародна науково-технічна конференція “Smart-технологіі в 
енергетиці та електроніці” (2020, Лазурне, Україна). 
Публікації. Основні положення дисертації опубліковано у 35 наукових 
працях, у тому числі 1 монографії, 23 статтях у наукових фахових виданнях (з них 
3 статті у виданнях іноземних держав, 4 у виданнях України, які включені до 
міжнародних наукометричних баз, 8 статей без співавторів), 2 патентах на винахід, 
9 тезах доповідей в збірниках матеріалів конференцій. 
Структура та обсяг дисертації. Дисертація складається із змісту, вступу, 6 
розділів, висновків, списку використаної літератури із 248 найменувань та 5 
додатків. Загальний обсяг роботи становить 330 сторінок, у тому числі 223 сторінки 







СПЕКТРАЛЬНІ ХАРАКТЕРИСТИКИ НАПІВПРОВІДНИКОВИХ 
ПЕРЕТВОРЮВАЧІВ ЕЛЕКТРОЕНЕРГІЇ 
 
1.1. Забезпечення якості електроенергії у системах з 
напівпровідниковими перетворювачами 
Для комплексного вирішення проблем збільшення кількості різнотипних 
споживачів, під’єднаних до електричної мережі, та посилення вимог щодо 
параметрів якості електроенергії  в системах електроживлення використовується 
ряд електротехнічних засобів серед яких доречно виділити компенсатори 
реактивної потужності, активні фільтри, симетрувальні пристрої, коректори 
коефіцієнта потужності [1], в системах з відновлювальними джерелами енергії 
додатково використовуються пристрої відбирання максимальної потужності [2]. 
Кожен з цих пристроїв покращує низку параметрів електроенергії: 
 коефіцієнт потужності; 
 коефіцієнт несиметрії фазних напруг; 
 ступінь стабілізації напруги мережі; 
 рівень узгодження параметрів джерела електроенергії і навантаження, 
 і забезпечує стабільний режим роботи системи електроживлення в цілому. 
Електротехнічне устаткування мереж побудоване на різнотипному 
електротехнічному устаткуванні – реактивних елементах, синхронних генераторах,  
трансформаторах і т.д. [3], що необхідне для підтримання необхідних значень 
параметрів якості електроенергії. Його ефективна робота у широкому діапазоні 
робочих режимів можлива за умови використання напівпровідникових 
перетворювачів електричної енергії, що можуть доповнювати вже встановлене 
устаткування. Використання напівпровідникових перетворювачів електричної 
енергії створює додаткові переваги при роботі устаткування, а саме [4,5]: 
 гнучкий вибір режим роботи джерела напруги, струму або потужності; 
 плавне регулювання значення параметрів роботи пристроїв; 
 плавний пуск та вимкнення пристроїв; 
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 генерування струму необхідної форми; 
 забезпечення паралельної роботи декількох різнотипних пристроїв. 
Вказані переваги дають можливість інтегрувати електротехнічне 
устаткування у єдину систему та керувати ним синхронно для збільшення 
ефективності регулювання параметрів якості електроенергії системи 
електроживлення, що широко використовуються в інтелектуальних системах 
електроживлення, наприклад в Smart Grid [6-10].  
Формування необхідної форми струму і напруги на виході перетворювачів 
досягається за допомогою використання різних типів модуляції [11, 12], які умовно 
можна розділити на два класи: неперервна та імпульсна, рис. 1.1, до яких належать 
такі методи модуляції:  
 неперервна – підсилення, внутрішня і зовнішня фільтрація; 
 імпульсна: частотно-імпульсна модуляція (ЧІМ), широтно-імпульсна 
модуляція (ШІМ), фазо-імпульсна модуляція (ФІМ), амплітудо-імпульсна 
модуляція (АІМ), амплітудо-широтно-імпульсна модуляція (АШІМ). 
 
Рис. 1.1. Методи модуляції вихідного параметра 
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Застосування  неперервного підсилення сигналу заданої форми обмежене 
випадком відносно малих потужностей і малого діапазону регулювання вихідного 
параметра, оскільки неперервні методи модуляції мають низький коефіцієнт 
корисної дії (ККД), що обумовлений роботою ключових елементів в активному 
режимі. Однак, незаперечною перевагою неперервних методів є простота 
реалізації, низька інерційність та помилка формування сигналу у  широкій смузі 
частот, яка визначається нелінійністю активного елемента.  
Імпульсні методи модуляції є більш енергоефективними, оскільки для 
формування вихідної напруги напівпровідникові прилади перетворювача 
працюють у ключовому режимі. Необхідна форма вихідних струмів і напруг за 
умови застосування імпульсних методів модуляції отримується встановленням на 
виході перетворювачів фільтрів, що в цілому покращує ККД, масогабаритні 
показники, однак супроводжується рядом негативних факторів, таких як: наявність 
пульсації вихідної напруги, збільшення інерційності контуру керування, 
виникнення перехідних режимів, звуження робочого діапазону частот.    
Пульсація вихідної напруги та інерційність контура керування в свою чергу 
зменшує область стійкості перетворювача, а перехідні режими зумовлюють 
перевантаження за струмом і напругою. 
Вплив негативних факторів на роботу перетворювача можливо мінімізувати, 
коректно обравши топологію перетворювача, визначивши необхідний тип 
імпульсної модуляції на основі аналізу можливих режимів його роботи. Топології 
напівпровідникових перетворювачів доцільно класифікувати за критеріями, 
наведеними на рис. 1.2 [13, 14]. 
 




Наведені критерії використовуються для вибору структури перетворювача. 
Одні з критеріїв класифікації при виборі структури перетворювача є очевидними і 
однозначними, наприклад параметри вхідної і вихідної напруги (для перетворення 
параметрів постійної напруги (DC-DC) використовується обмежена кількість 
перетворювачів постійної напруги: однотактні – понижувальний, підвищувальний, 
інвертувальний, двотактні – мостові, напівмостові, з середньою точкою), інші 
критерії можуть залежати від параметрів перетворювача, як от тип комутації 
ключових елементів – від його потужності або ККД. Як правило, існує декілька 
топологій, на основі яких можливо синтезувати перетворювач, вибір однієї з яких 
ґрунтується на ретельному аналізі їх роботи у заданих режимах. 
Як правило, керування перетворювачем, окрім середніх і діючих значень 
вихідної напруги (струму), додатково може здійснюватись на основі інших 
параметрів: миттєвого значення вхідного струму, керування яким забезпечує 
необхідне значення коефіцієнта потужності; миттєвого значення струму ключового 
елемента, для забезпечення м’якої комутації силових ключів та ін., що передбачає 
використання засад теорії багатовимірного керування [15], а саме: 
 забезпечення стабілізації вихідних параметрів a1, a2, …, an у межах 
допусків δа1,  δа2,.., δаn [15]; 
  оптимізація одного параметра, наприклад a1, з обмеженням значень інших 
параметрів у заданих діапазонах а2 ϵ [a2min; a2max],.., аn ϵ [anmin; anmax] [16]; 
  максимізація (мінімізація) цільової функції, складеної з суми всіх 
вихідних параметрів, взятих з певними ваговими коефіцієнтами [17]. 
У випадку багатовимірних систем закон керування перетворювачем значно 
ускладнюється.  Тому проектування перетворювачів із покращеними показниками 
енергоефективності і електромагнітної сумісності наразі розвивається за 
декількома напрямками: 
  проектування багатоланкових перетворювачів, де закон модуляції кожної 
ланки забезпечує формування одного з вихідних параметрів, прикладом яких може 
слугувати розповсюджена структура імпульсних AC-DC перетворювачів із 
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вхідною ланкою коректора коефіцієнта потужності на основі підвищувального 
перетворювача [18, 12]; 
  використання адаптивних законів модуляції, що забезпечують підвищену 
енергоефективність роботи перетворювачів, наприклад матричних перетворювачів 
частоти з корекцію коефіцієнта потужності [19]; 
  одночасне вдосконалення як структури перетворювачів в результаті 
додавання до їх структури ланок, що забезпечують м’яку комутацію транзисторів, 
так і використання спеціальних законів модуляції для регулювання вихідного 
параметра і комутації ключових елементів при нульовому значенні струму або 
напруги [14, 20-22]; 
  пошук або синтез топологій перетворювачів та налаштування їх режимів 
роботи, що забезпечують формування необхідних значень параметрів якості 
електроенергії, комутації транзисторів та вихідних параметрів на основі 
загальновживаних законів модуляції природним методом [23]. 
Проектування перетворювачів на основі перелічених напрямків має свої 
переваги і недоліки, але однією з важливих задач при проектуванні їх силової 
частини та системи керування є вивчення впливів їх режимів роботи на значення 
параметрів якості електроенергії, що визначають рівень електромагнітної 
сумісності перетворювачів та джерел енергії.  
1.2. Особливості розрахунку параметрів якості електроенергії 
Параметри якості електроенергії характеризують форму струмів і напруг, їх 
спектральний склад. Їх основний перелік та нормативні значення наведено у 
стандартах, що їх регламентують [24-26]. Перелік параметрів якості електроенергії, 









    Таблиця 1.1. Параметри якості електроенергії  
Параметр якості Формула для розрахунку Застосування 
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6. Коефіцієнт нелінійних 
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Критерій якості Формула для розрахунку Застосування 
8. Коефіцієнт гармонік, 











9. Коефіцієнт відносного 
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13. Коефіцієнт пульсації 
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Зазначені у табл. 1.1 параметри якості електроенергії можуть бути 
застосовані як до струму так і до напруги мережі. Найбільш вживаними 
інтегральними параметрами, що характеризують форму струму і напруги мережі 
змінного струму, є: 
- діюче значення параметра (струму, напруги) Y, п. 1 табл. 1.1;  
- коефіцієнт нелінійних спотворень KHC (THD) , п. 6 табл. 1.1; 
- коефіцієнт гармонік, KГ , п. 8 табл. 1.1,  
в цілому електричну потужність змінного струму характеризує коефіцієнт 
потужності χ, п. 12 табл. 1.1, 
Для кола постійного струму, якість електроенергії характеризується 
інтегральними показниками: 
  діюче значення Y, п. 1 табл. 1.1; 
  середнє значення Yd, п. 2 табл. 1.1; 
  коефіцієнт форми Kф, , п. 3 табл. 1.1; 
  коефіцієнтом пульсації за першою гармонікою, KП1, п. 13 табл. 1.1;   
  нестабільність δН, п. 14 табл. 1.1. 
 Вимоги щодо параметрів якості електроенергії змінного струму 
регламентуються державними стандартами, зокрема ДСТУ EN 50160-2014 [24], в 
яких наведено чисельні значення параметрів якості електроенергії, а також явища 
що можуть погіршувати параметри якості електроенергії – провали та перевищення 
значень напруги мережі, флікери, вищі гармоніки та інтергармоніки і т.д. 
Через низьку розповсюдженість мереж постійного струму та неповну їх 
стандартизацію вимоги щодо параметрів якості електроенергії в мережах 
постійного струму не регламентуються стандартами, однак через те, що енергія в 
таких мережах в усталеному режимі передається постійною складовою, 
забезпечення енергоефективного передавання електроенергії спрощується через 
відсутність циркуляції обмінної енергії між джерелом та навантаженням, яка 
спричинює появу реактивної потужності [30]. Тому в колі постійного струму 
достатньо підтримувати необхідну величину середнього Yd значення 
контрольованого параметра та його коефіцієнта пульсації KП1 або форми Kф, що 
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досягається вибором відповідної частоти перетворення параметрів електричної 
енергії та параметрами фільтрів  [19, 31].  
Процес забезпечення необхідних значень параметрів якості електроенергії у 
колах змінного струму ускладнюється через: 
 наявність реактивної потужності; 
 генерування вищих гармонік струму нелінійними навантаженнями, що в 
свою чергу викликають спотворення форми напруги мережі; 
 несиметрію фазних напруг; 
 субгармоніки та інтергармоніки струму, які виникають у ланцюгах з 
різкозмінним навантаженням до яких належать сталеплавильні печі, устаткування 
для зварювання, перетворювачі частоти, циклоконвертори [32].  
Зважаючи на те, що енергія від джерела до навантаження у колах 
синусоїдального струму передається першою гармонікою, є зручним оцінювати 
параметри якості електроенергії у частотному спектрі. Тому в переважній 
більшості стандартів основні обмеження висуваються до амплітуд вищих гармонік 
та інтергармонік струму і напруги, основною причиною виникнення яких є 
споживачі з нелінійним та імпульсним навантаженням. 
1.3. Методи визначення гармонічних та інтергармонічних складових 
Впродовж останніх десятиріч зі зростанням кількості потужних споживачів 
все більша увага приділяється неперіодичним та некратним частоті мережі 
спотворенням струму і напруги, що можуть істотно погіршувати режими роботи 
електричних машин та трансформаторних підстанцій. Поняття інтергармоніки, як 
гармонічного коливання не кратного основній частоті живлячої мережі, 
запроваджено у стандарті EN 50160 у 1994 р [33]. Термін «субгармоніка»  є 
окремим випадком інтергармоніки, коли частота інтергармоніки менша ніж частота 
напруги мережі. У табл. 1.2 наведено класифікацію гармонік відносно частоти 






Таблиця 1.2. Класифікація гармонік відносно частоти напруги мережі f1 
Тип гармоніки Відношення до частоти основної гармоніки f1 
1. Вища гармоніка, k1 fk1 = k1·f1, де k1 > 1, k1 – множина цілих чисел  
2. Постійна складова  f0 = 0 
3. Інтергармоніка, k2  fk2 = k2·f1, де k2 > 0, k2 – множина дробових чисел
4. Субгармоніка, k3  fk2 = k3·f1, де k3 Є (0;1) 
 
 Відповідно до стандарту IEC 61000-4-7 [25] значення інтергармонік у напрузі  
не повинно перевищувати 0.2 % від діючого значення першої гармоніки напруги. 
При цьому інтергармоніки погіршують значення THD напруги мережі: 
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де Yr(k1) – діюче значення k1 вищої гармоніки, кратної частоті мережі, Yi(k2) – діюче 
значення k2 інтергармоніки, m – кількість інтергармонік.  
Основними причинами виникнення інтергармонік є [34, 35]:  
 модуляція основної гармоніки і вищих гармонік напруги мережі 
перехідними процесами потужних навантажень під час зміни їх режимів роботи 
(дугових печей, двигунів зі змінним навантаженням, зварювального обладнання); 
 несинхронна комутація ключових елементів напівпровідникових 
перетворювачів відносно частоти мережі f1.  
Окрім інтергармонічних спотворень нестаціонарні процеси породжують 
неконтрольовані обмінні процеси в системі, що значно ускладнює режими роботи 
систем електроживлення. Тому окрім проблеми покращення параметрів якості 
електроенергії наявність нестаціонарних процесів зумовлює необхідність розробки 
нових підходів компенсації реактивної потужності [36, 37]. 
Інтергармоніки є комбінаційними частотами [38], які утворюються внаслідок 
комбінації коливань як мінімум двох процесів з різними частотами, наприклад для 
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напівпровідникових перетворювачів з імпульсною модуляцією це частоти першої 
гармоніки мережі f1 та носійної частоти fH модульованого сигналу, додатковими 
джерелами коливань можуть бути збурення, створювані періодичною зміною 
режимів роботи навантажень з частотами fзб(i). Частоти комбінаційних гармонік fк(i) 
утворюються як суми та різниці частот системи [39]: 
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де mi – комбінаційні індекси, mi Є N. 
Якщо носійна частота fH і частоти збурень fзб(i) кратні частоті мережі f1, то всі 
комбінаційні гармоніки будуть кратними частоті мережі і інтергармонік не 
виникатиме. Якщо ці частоти не кратні, інтергармоніки будуть виникати. Особливе 
значення при цьому мають субгармоніки утворені як комбінація різниць частот 
системи, наприклад m1f1 – m2fH, оскільки вони мають частоти менші ніж частота 
мережі і їх наявність чинить значний негативний вплив на електротехнічне 
устаткування через те, що мережеві фільтри не розраховані на їх придушення. 
Період субгармоніки Tmax з найнижчою частотою розраховується як найбільше 
спільне кратне Lcm періодів частот системи: 
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 (1.3) 
Виявлення інтергармонік вимагає аналізу форми сигналу на більшому 
часовому інтервалі, ніж один період напруги мережі. У стандартах більшості країн 
світу, наприклад у стандартах ЄС IEC 61000-4-7 [25], EN 50160 та похідним від 
нього українським стандартом ДСТУ EN 50160:2014 [24] інтервал вимірювання 
триває 10 періодів живлячої мережі – 0.2 с. Вимірювання інтергрармонік на такому 
інтервалі теоретично дозволяє визначити інтергармоніки, частота яких не менше 
ніж фундаментальна частота 5 Гц. При цьому через коливання частоти мережі 
необхідно синхронізувати початок інтервалу вимірювання з фазою частоти мережі, 
що можна зробити на основі визначення моменту переходу через нуль напруги або 
використовувати методи інтерполяції [40], що окрім синхронізації дозволяють 
підвищити роздільну здатність вимірювань при використані аналогово-цифрових 
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перетворювачів низької розрядності. У стандарті IEC 61000-4-30 [26] для 
визначення інтергармонік в широкому діапазоні частот вимірювання 
рекомендується проводити на короткочасному інтервалі часу (до 3 с), короткому 
(до 10 хв) і тривалому (до 2 год).  Однак на практиці розрахунок спектра сигналів з 
нестаціонарними складовими стикається зі значними труднощами через [41]: 
- невизначеність періоду інтергармонічних спотворень; 
- постійну зміну частоти напруги мережі, що призводить до постійної зміни 
періода інтегрування та накопиченню похибки; 
- наведення завад у вимірювальному колі, що передбачає попередню 
обробку вимірювального сигналу; 
- значну обчислювальну складність алгоритмів розрахунку спектра, що 
спричинює затримку при обробці спектра та створює проблеми в роботі систем 
керування реального часу; 
- невисоку роздільну здатність вимірювання струмів і напруг і як результат 
недостатню точність розрахунку спектра; 
- постійну зміну параметрів навантаження мережі, що призводить до 
постійних перехідних процесів, появи інтергармонік і, як результат, – необхідності 
використання інтелектуальних алгоритмів розрахунку спектра; 
- появу ефекту «розмивання спектра» при застосуванні дискретного 
перетворення Фур’є до напруг і струмів, що містять інтергармоніки, який полягає 
у появі проміжних гармонік та похибці у визначенні гармонік, що дійсно містяться 
у аналізованому сигналі. 
Тому базовий метод розрахунку гармонік – ряд Фур’є та його аналоги для 
дискретних сигналів – дискретне перетворення Фур’є (ДПФ) або швидке 
перетворення Фур’є (ШПФ) [42], незважаючи на невелику складність O(Nlog(N)), 
де N – кількість відліків сигналу, на практиці рідко використовується 
безпосередньо. Натомість розроблено ряд його модифікацій, що дозволяють 
здійснювати синхронізацію з інтервалом вимірювання, фільтрувати завади, 
інтерполювати виміряні дані, динамічно змінювати інтервал вимірювання.   
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Для зменшення ефекту «розмивання спектра» у стандартах IEC 61000-4-7, 
IEC 61000-4-30 пропонується використовувати процедуру групування гармонік, що 
знаходяться між сусідніми гармоніками, кратними частоті мережі f1.  
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    (1.4) 
де YC,(Nh)+N/2 – діюче значення гармоніки (Nh)+N/2, N = 10 для частоти мережі 50 Гц, 
Yg,h – результуюче діюче значення групи гармонік. 
Процедура групування дозволяє оцінити значення групи гармонічних та 
інтергармонічних складових Yg,h  порядку h, що відповідає центральним складовим 
частотних областей, зображених на рис. 1.3, де по осі х наведено номер груп 
гармонік h, та номер гармонік n. 
 
Рис. 1.3. Ілюстрація до принципу групування гармонік 
 
У системах з частими перехідними процесами для підвищення точності 
вимірювань у стандарті пропонується проводити сумування за трьома сусідніми 















Рис. 1.4. Ілюстрація до принципу утворення підгруп 
 
Процедура групування інтергармонік дає можливість більш точно оцінити 
гармонічний склад стаціонарного процесу. У випадку дослідження нестаціонарних 
процесів через відсутність часової локалізації гармонічних функцій, що утворюють 
ортогональний базис ряду і перетворення Фур’є, похибка визначення спектральних 
характеристик додатково збільшується. Тому для вимірюванні спектра струмів і 
напруг у сучасних мережах з імпульсним різкозмінним навантаженням розроблено 
ряд методів, що дозволяють значно покращити точність вимірювання гармонік, 
зменшити ефект розмивання спектра та покращити роздільну здатність при 
наявності у спектрі інтергармонік. Такі методи можна умовно розділити на: 
- непараметричні, на основі яких спектр розраховується безпосередньо на 
основі параметрів виміряного сигналу, наприклад його значень у відомі часові 
відліки, у базисі відомих функцій; 
- параметричні, що використовують модель сигналу, параметри якої 
розраховують на основі  виміряного сигналу; 
- рекурсивні параметричні методи, які дозволяють неперервно змінювати 
параметри моделі і, тим самим, покращити адаптивність алгоритму та підвищити 




Найпростішим непараметричним методом усунення розтікання спектра є 
покращення локалізації по часу спектральних характеристик сигналів на основі 
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 (1.6) 
де g – деяка віконна функція, Δt – часовий інтервал між вимірювання. 
При більшій ширині вікна досягається гарна частотна роздільна здатність, 
при вузькому – часова. Одночасної високої роздільної здатності по частоті і часу 
при використанні віконного перетворення Фур’є досягти неможливо через 
невизначеність Гейзенберга [44]. Найбільшу популярність отримало  віконне 
перетворення з гаусівським розподілом, так зване S-перетворення, що широко 
використовується для аналізу параметрів якості електроенергії [45-47]. Цей метод 
має задовільні результати за умови стабільності частоти напруги мережі та 
невеликої кількості збурень. 
За умови нестабільної частоти мережі, початок інтервалу вимірювання 
синхронізують з фазою напруги мережі. Якщо частота напруги мережі є відносно 
стабільною, для розрахунку спектра використовують ШПФ або ДПФ разом 
найпростішими методами синхронізації, наприклад фіксацією моменту часу 
переходу напруги мережі через нуль, або визначення моментів часу, коли напруга 
мережі є максимальною. 
Група інших вчених розглядає струм або напругу, що містять інтергармоніки, 
як випадковий сигнал. Якщо сигнал, у даному випадку струм i(t), містить 
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де Id – середнє значення струму, T – часовий інтервал, на якому визначено струм, 
є неергодичною [48], тобто з часом не прямує до нуля. Тому незатухаючий «хвіст» 
автокореляційної функції використовується для розрахунку інтергармонік, зокрема 
на основі ДПФ [49]. 
Якщо огинаючу струму I(t) можливо описати у формі: 
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де ξ(t) – центрований стаціонарний випадковий процес з нульовим математичним 
очікуванням, 
струм i(t) може бути описаний як добуток огинаючої струму I(t) та розкладу у ряд 
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де Ik – амплітуда гармоніки з номером k, ω1 – кутова частота першої гармоніки,        
φk – фаза гармоніки з номером k. 
Тоді автокореляційна функція KI(τ) може бути представлена через 
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        ωl = lω0, ω0 = π / T.  
Вираз (1.10) явно містить інтергармонічні складові з частотами (kω1 - ωl) і 
(kω1 + ωl) і може бути використаний для їх розрахунку. 
Кореляційний аналіз для розрахунку інтергармонік також може бути 
використаний на основі набору еталонних сигналів, що зміщені один відносно 
одного у частотній області [51]. 
Алгоритм розрахунку параметрів гармонік та інтергармонік у цьому випадку 
є таким: 
- формування l еталонних віконних функцій w1(t)… wl(t) зі спектром 
W1(ω)…Wl(ω) відповідно; 
- множення досліджуваного сигналу на еталонну віконну функцію wj(t) зі 
спектром Wj(ω); 
- розрахунок ШПФ отриманого сигналу U(ω); 
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- знаходження номеру гармоніки з максимальною амплітудою fmax, що 
відповідає першій гармоніці, та формування досліджуваного діапазону спектру 
[fmax-(l-1)/2; fmax+(l-1)/2], зазвичай l = 5; 
- формування еталонних функцій; 
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для кожного еталону і вибір того, який має найбільше значення кореляційної 
функції Aν; 
- визначення частоти і фази інтергармоніки за обраним еталоном. 
При значній нестабільності частоти та спотворенні форми аналіз проводять 
на основі методів фазового автопідлаштування частоти (ФАПЧ) та chirp-z-
перетворення. 
При використанні ФАПЧ синхронізація сигналів досягається порівнянням 
різниці фаз між напругою мережі та опорним сигналом генератора [52, 53]. 
Сhirp-z-перетворення – це узагальнення ДПФ [54], що дозволяє отримувати 
z-перетворення на довільному контурі zk =AW-k, і як результат – гладкіші та точніші 
частотні характеристики сигналу, ніж при використанні ДПФ: 
 0 02 20 0; ,
j jA A e W W e    (1.12) 
де A0, W0, ψ0, φ0 – дійсні числа. 
Сhirp-z-перетворення збігається з ДПФ за умови А = 1, W = e-j2π/N, де N – 
розмір масиву даних. 
Порівняння описаних методів синхронізації [55] засвідчило більшу 
стабільність chirp-z-перетворення за умови великої кількості збурень, але в цілому 
метод має меншу точність.  
В останні десятиліття для забезпечення високої роздільної здатності у 
частотному і часовому просторі при розрахунку спектра нестаціонарних сигналів 
почали широко використовувати непараметричні методи на основі негармонічного 
базису функцій – вейвлет перетворення (ВП) [56-58] та перетворення Гілберта-
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Хуанга (ПГХ) [59], що мають порівняну або меншу за ШПФ складність. Зокрема 
існуючі алгоритми швидкого ВП мають складність O(N), а ПГХ – O(Nlog(N)).  
Декомпозиція сигналу на основі ВП здійснюється вейвлетами із заданою 
роздільною здатністю в частотній і часовій області. Коефіцієнти ВП 
розраховуються на основі порівняння вейвлетів з сигналом протягом визначеного 






















  (1.13) 
де k – індекс коефіцієнта ВП рівня m. 
ВП зазвичай використовується разом з парами низькочастотних та 
високочастотних цифрових фільтрів з sdo = 2 та uo = 1. На основі кожної пари 
фільтрів з поступовим зменшенням роздільної здатності на кожному рівні m 
розраховуються деталізовані та наближені коефіцієнти. Набір цих коефіцієнтів є 
базисом ВП. Як результат ВП забезпечує високу роздільну здатність у часі на 
високих частотах і високу роздільну здатність по частоті на низьких частотах. 
Подальшим розвитком ВП є пакетне вейвлет перетворення, що дозволяє додатково 
підвищити роздільну здатність сигналу в часовій і частотній області [60]. 
Зокрема в [61] пропонується такий алгоритм розрахунку інтергармонік на 
основі пакетного ВП: 
- застосування пакетного ВП до струму з частотною декомпозицією струму. 
При цьому кожному пакету коефіцієнтів ВП повинен відповідати інтервал частот, 
що відповідає певній частотній групі; 
- для кожного частотного інтервалу розраховується енергія коефіцієнтів 
вейвлет перетворення, якщо значення енергії менше заданого рівня, то ця група 
енергії не враховується при подальшому аналізі; 
- для аналізованої групи коефіцієнтів виконується зворотне ВП та 
відновлюється значення струму, що відповідає заданому частотному діапазону; 




- частотна декомпозиція сигналу та визначення амплітуд гармонік та 
інтергармонік та їх частот. 
ПГХ – це відносно нова методика двоступеневого аналізу даних, яка 
використовує концепцію миттєвої частоти. ПГХ розкладає дані на емпіричні моди. 
Емпіричні моди  є адаптивними базисними функціями, на відміну від інших добре 
відомих перетворень, таких як ДПФ і ВП, де базові функції є наперед відомими. 
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На другому кроці до розрахованих емпіричних функцій cn застосовується 
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 де H(*) – операція перетворення Гілберта, K – головне значення інтегралу Коші 
[64]. 
Сума емпіричних функцій cn та їхні перетворення Н(cn) утворюють 
комплексну функцію: 
 ( ) ( ) ( ( )) ( ) ,j tn nz t c t jH c t a t e
    (1.16) 
де a(t) – амплітуда, θ(t) – фаза сигналу у заданий момент часу t. 
Однак через негармонічну природу базисних функцій ВП та ПГХ виникають 
складнощі при точній оцінці спектра сигналів в частотній області та розрахунку 
параметрів якості електроенергії.  
Роздільна здатність за частотою є поширеною проблемою майже у всіх 
непараметричних методах. Тому виявлення гармонік та інтергармонік цими 
методами має посередню ефективність у режимах з великою кількістю збурень. У 
нестаціонарних режимах з великим рівнем завад більш ефективними є стохастичні 
моделі, побудовані на основі параметричних методів. Серед параметричних 
методів використовуються: метод Проні [65, 66], метод множинної сигнальної 
класифікації (англ. multiple signal classification, MUSIC) [67], метод визначення 
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параметрів сигналу через інваріант обертання (англ. estimation of signal parameters 
via rotational invariance technique, ESPRIT) [68, 69], метод авторегресії – ковзного 
середнього [70]. 
Метод Проні описує сигнал, представлений часовим рядом y(mΔt), набором 
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де Ak – амплітуда компоненти k моделі, φk – фаза компоненти k, λk – декремент 
затухання компоненти k. 
Z-зображення різницевого рівняння (1.17) є таким: 
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Для отримання коефіцієнтів zh, що описують частотні властивості сигналу, 
можуть використовуватися різні підходи, такі як автокореляція, коваріація, 
авторегресія та сингулярний розклад [71-74]. Після цього амплітуда та фаза кожної 
складової сигналу визначається на основі матриці Вандермонта.  
Метод множинної сигнальної класифікації – це параметричний метод, який 
використовує гармонічну модель з додаванням білого шуму: 
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де ak, φk, fk – амплітуда, початкова фаза і частота складових відповідно, w(n) – білий 
шум.  
На основі отриманих даних формується коваріаційна матриця розмірності 
MxM, де М – розмірність підпростору вибірки даних x(n), що розкладається на два 
ортогональні підпростори – шуму та сигналу. Підпростір шуму використовується 

















де rH – спряжений транспонований власний вектор сигналу, vi – власний вектор 
підпростору шуму,  
піки якого відповідають домінуючим гармонікам. Амплітуди і фази гармонік 
знаходяться шляхом розв’язку системи з K рівнянь. 
 Метод визначення параметрів сигналу через інваріант обертання, як і метод 
множинної сигнальної класифікації, використовує гармонічну модель (1.19) і 
розкладає коваріаційну матрицю на підпростір шуму та підпростір сигналу. Однак 
він оцінює частоти на основі підпростору сигналу. Алгоритм розрахунку амплітуди 
і фази гармонік складається з таких кроків:  
- формування коваріаційної матриці Rx з відліків сигналу x(n); 
- розклад коваріаційної матриці Rx на матриці підпростору сигналу Rxs та 
матрицю підпростору шуму Rxn; 
- розрахунок субматриць R1 і R2 з матриці підпростору сигналу Rxs на основі 
матриць селекторів S1 і S2: 
  1 0 ;SN s dS E  (1.21) 
  2 0 ,Sd N sS E  (1.22) 
де ЕNs – одинична матриця розмірності NS x NS, NS = M – dS, dS – відстань між 
підматрицями, зазвичай dS = 1. Тобто Ri = Si·Rxs, де і = 1,2. 
- розрахунок матриці обертання ψ, що пов’язує матриці S1 і S2: 
 
1 2 .S S  (1.23) 
- визначення набору частот із діагональних елементів обертової матриці ψ та 
застосування методу найменших квадратів дає змогу визначати амплітуди та фази 
гармонік та інтергармонік сигналу. 
Модель авторегресії – ковзного середнього базується на моделі, в якій сигнал 
x(n) розглядається як система з передавальною характеристикою H(z), на вхід якої 
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де Р – кількість полюсів, Q – кількість нулів. Параметри ai і bi моделі 
розраховуються з використанням часових відліків аналізованого сигналу, після 
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Загалом, використання параметричних методів дає можливість точніше 
ідентифікувати момент та форму збурюючих сигналів і підвищити стабільність 
визначення гармонічних та інтергармонічних складових у мережах з великою 
кількістю збурень. Однак параметричні методи налаштовуються лише на певний 
тип збурень, тому показують низьку ефективність за умови появи нетипових 
режимів роботи. Через це в [75] перед використанням моделі запропоновано 
тестувати її ефективність на типових режимах роботи мережі перед практичним 
використанням. 
В останні кілька десятиліть ведуться розробки рекурсивних адаптивних 
методів. Вони є вдосконаленням існуючих і дають змогу ефективніше 
підлаштовувати параметри математичної моделі під динамічні процеси, 
зменшувати похибку, зумовлену шумом, та гнучко враховувати нелінійну 
поведінку реальних процесів у моделі. Найвідомішими методами для розрахунку 
гармонічних та інтергармонічних складових є: фільтрація Калмана [76, 77], 
нейронні мережі [78, 79], метод адаптивного лінійного елемента (англ. adaptive 
linear element, ADALINE) [80, 81]. 
Фільтр Калмана – це математична модель, що ефективно оперує із 
зашумленими даними, та рекурсивно формує попередні, поточні чи прогнозні дані 
з мінімізацією середньоквадратичної помилки. Математична модель складається з 
рівняння стану: 
 1 ,n n n nx x w     (1.26) 
де xn – вектор змінних стану, Ф – матриця переходу, wn – помилка моделі, 
та рівняння вимірювання: 
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 ,n n n nz x H v   (1.27) 
де zn – виміряне значення сигналу, Hn – матриця вимірювання, vn – помилка 
вимірювання. 
На початку роботи фільтра Калмана задається початкова оцінка вектора 
змінних стану х0. На основі цього значення визначається початкова помилка, а 
потім здійснюється корекція вектора на основі помилки прогнозування. 
Рекурсивне рівняння для корекції змінних стану є таким: 
 0 0( ),n n n n n nx x K z H x    (1.28) 
де Kn – коефіцієнт підсилення Калмана. 
Нейронна мережа є одним із підходів, розроблених для апроксимації 
функціональної залежності між вхідними і вихідними даними. Загалом, виявлення 
кожної гармонічної складової сигналу може розглядатися як нелінійна задача, яку 
можна визначити як: 
 am =Pm(x(1), x(2), . . . , x(n)); (1.29) 
 φm =Qm(x(1), x(2), . . . , x(n)), (1.30) 
де Pm і Qm – нелінійні функції амплітуди і фази гармоніки m, аргументами яких є 
виміряні значення сигналу x(n). 
Дані функціональні залежності отримуються шляхом тренування нейронної 
мережі на великій кількості тестових прикладів. 
Спрощеним варіантом нейронної мережі є метод адаптивного лінійного 
елемента, який має всього один шар і лінійну функцію передачі, що дозволяє 
зменшити час навчання мережі та обсяг навчальної вибірки.  
Кожний з розглянутих методів розрахунку гармонік та інтергармонік має свої 
переваги та недоліки, ефективність кожного з них залежить від спектрального 
складу сигналу, рівня завад, стаціонарності / нестаціонарності сигналу, частоти 
вимірювань та розрядності аналогово-цифрового перетворювача. Класифікація 








Методи, що базуються на БПФ і ДПФ доцільно використовувати у випадку 
низького рівня завад та відносно стабільної частоти мережі, за умови наявності 
інтергармонік такі методи призводять до ефекту «розмивання спектра» та низької 
роздільної здатності, що залежить від інтервалу вимірювання сигналу. 
Непараметричні методи з негармонічним базисом функцій мають кращу роздільну 
здатність, але через велику трудомісткість і складність розрахунку параметрів 
якості електроенергії використовуються рідше. Параметричні методи мають кращу 
стабільність та роздільну здатність, тому використовуються при значних 
спотвореннях сигналу, а рекурсивні динамічні методи – за умови неперіодичних 
збурень на фоні завад. 
1.4. Методи розрахунку спектра модульованих струмів і напруг 
За умови широкого впровадження нових стандартів регулювання параметрів 
електричної енергії, що передбачають використання напівпровідникових 
перетворювачів електроенергії як вихідних каскадів електротехнічного 
устаткування систем електроживлення, швидка та точна оцінка нестаціонарних 
складових струму і напруги мережі стає ще більш нагальною, оскільки дає 
можливість компенсувати їх за допомогою формування необхідних законів 
модуляції компенсаторів реактивної потужності та активних фільтрів [82-84]. При 
цьому важливою проблемою є не тільки визначення спектральної характеристики 
струму або напруги, які формуються перетворювачем у вже працюючій системі, 
але й синтез законів модуляції та їх аналіз на етапі проектування системи. Тому у 
цьому випадку оцінки параметрів якості електроенергії доцільно проводити 
аналітичними методами, що дає ширші можливості для аналізу і вибору законів 
модуляції. 
Формування модульованих сигналів напівпровідниковими перетворювачами  
здійснюється на основі порівняння значення високочастотної носійної функції 
yH(t), що може мати різноманітну форму, але переважно пилкоподібну, і 
модулюючої опорної функції yM(t), що повторює форму низькочастотного сигналу, 
рис. 1.6, а, який необхідно сформувати. Якщо значення модулюючої функції 
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перевищує значення носійної, на виході формується високий рівень сигналу, 
інакше – низький рівень, рис. 1.6, б [85].  
 
Рис. 1.6. Ілюстрація до принципу формування модульованих сигналів: а) 
порівняння модулюючого і носійного сигналів; б) модульований сигнал 
 
Формування закону модуляції і накладання на цей закон збурень та 
інтергармонік в просторі однієї незалежної змінної, у даному випадку – змінної 
часу t, призводить до громіздких розрахунків спектра, що пояснюється зміною 























де φr(i) і φf(i) – координати переднього і заднього фронту імпульсу і модульованого 
сигналу відповідно. 
Внаслідок цього подальший аналіз значень параметрів модуляції 
ускладнюється через жорстку прив’язку модулюючого сигналу yM(t), носійної 
функції yH(t) та інтергармонічних збурень yi(1)(t)… yi(N)(t)  між собою, що зумовлює 
необхідність перерахунку параметрів закону модуляції при будь-якій зміні одного 
з параметрів. Для усунення громіздких перерахунків доцільно перелічені 
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параметри, що впливають на результуючий закон модуляції, описувати у просторі 
незалежних змінних х1..хM, які пропорційні змінній часу t,  хi = ωit, і отримувати 
узагальнені спектральні характеристики сумарного сигналу в M-вимірному 
просторі при довільному співвідношенні значень незалежних змінних х1..хM. 
Узагальнені спектральні характеристики дозволяють отримати модель 
модульованого сигналу, що містить повну інформацію про нього, при будь-якому 
співвідношенні між періодом модулюючого сигналу, носійної функції та 
інтергармонічних збурень. 
Існує декілька підходів для вирішення цієї задачі. Зокрема в [86] вводиться 
поняття поточної спектральної характеристики, значення якої, на відміну від 
перетворення Фур’є, розраховується на скінченному інтервалі часу [0, t]: 
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    (1.32) 
що дає змогу розрахувати спектральну характеристику сигналу, який складається з 
двох складових: швидкої з частотою ω та повільної з частотою 1/t.  
Також відомий підхід з використання ряду Фур’є двох змінних, який широко 
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Подвійний ряд у формулі (1.33) є нескінченною сумою комбінаційних 
гармонік функції двох змінних y(x1, x2), рис. 1.7, де x1 = ωН·t є аргументом носійної 
функції yН(x1), що є періодичним сигналом з кутовою частотою ωН і x2 = ωМ·t є 
аргументом модулюючої функції yM(x2), що є періодичним сигналом з кутовою 
частотою ωМ, співвідношення між якими визначає кратність модуляції сигналу Р = 




Рис. 1.7. Принцип опису модульованого сигналу y(x1, x2) у просторі двох змінних 
 
Така форма запису модульованого сигналу дає можливість враховувати 
комбінаційні гармоніки, тобто форма запису (1.33) дає змогу дослідити принцип 
утворення інтергармонік. 
Коефіцієнти ряду A(m1)(m2) і B(m1)(m2) розраховуються за формулами: 
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або в комплексній формі: 
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де y(x1, x2) – модульована функція, х1 = ω1t, х2 = ω2t, 
Розрахунок гармоніки Ck модульованого сигналу на основі спектральних 
компонент C(m1)(m2) здійснюється проекцією сигналу у двовимірному просторі на 
одну з осей координат х1 або х2 при заданому значенні параметра модуляції Р. 














   (1.34) 
За необхідності розрахунку струмів і напруг у ланцюгах з реактивними 
елементами до функції двох змінних, зображену на рис. 1.7, застосовують 
двовимірне перетворення Лапласа [90, 91]: 
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де p1, p2 – оператори Лапласа змінних x1 і x2 відповідно. 
Для одержання одномірного зображення функції y(t) необхідно в зображенні 
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         (1.37) 
де С1 і С2 – абсциси аналітичності функцій Y(p1, p-p1) і Y(p-p2, p2) відповідно; p1(i) і 
p2(i) – полюси цих функцій.  
Функція Y(p) використовується для аналізу усталеного режиму. При цьому 
здійснюється перехід від зображення Y(p) до оригіналу в часовій області y(t), що 
записується подвійним рядом Фур'є, 
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який задає усталений режим роботи.  
Отже, ряд Фур’є двох змінних дає можливість аналізувати принцип 
утворення інтергармонік, а за умови використання двовимірного перетворення 
Лапласа, також можливо розрахувати квазіусталені струми і напруги після фільтра. 
Як правило форма аналізованого струму або напруги може бути визначена в 
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часовій області, тому використання двовимірного перетворення Лапласа у 
більшості випадків є надмірним і лише збільшує складність розрахунків. Однак 
обидва методи на даний момент використовуються для аналізу модульованих 
сигналів з ШІМ виключно в просторі двох змінних, що ускладнює визначення 
інтергармонік. 
Отже, аналіз інтергармонічних складових в напівпровідникових 
перетворювачах доцільно здійснювати аналітичними методами, що дозволяють 
явно отримати залежність амплітуд комбінаційних гармонік від параметрів 
модульованих сигналів та збурень у системі. Як правило форма струму і напруги 
мережі, параметри якості яких аналізуються, може бути задана наперед, що дає 
можливість з більшою обчислювальною ефективністю аналізувати параметри 
сигналів у часовій області без використання перетворення Лапласа. Тому на 
практиці більш доцільно використовувати ряд Фур’є декількох змінних.  
У роботах [93, 94] ряд Фур’є двох змінних використовується для розрахунку 
параметрів модульованих сигналів, сформованих напівпровідниковими 
перетворювачами з ШІМ і АШІМ без врахування збурень. У даних дослідженнях 
через значний обсяг розрахунків вони проводились перед синтезом системи 
керування, основні результати використовувались на етапі розробки закону 
модуляції, а не в реальному масштабі часу. Для підвищення ефективності 
керування перетворювачами необхідно використовувати високопродуктивні 
методи розрахунку параметрів якості електроенергії, для чого доцільно:  
 розвинути теорію використання ряду Фур’є для функцій трьох або більше 
змінних, що дає можливість враховувати інтергармоніки, що виникають внаслідок 
періодичних збурень; 
 розробити методи сумісного використання рядів однієї змінної з 
багатовимірними рядами зокрема для розрахунку перехідних процесів; 
 розширити існуючі принципи розрахунку спектральних характеристик 
модульованих сигналів на сигнали зі змінною частотою носійної функції; 
 розробити метод розрахунку інтегральних показників якості 
електроенергії у згорнутій аналітичній формі; 
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 реалізувати розроблені методи та методики для аналізу ефективності 
використання топологій і принципів керування напівпровідниковими 
перетворювачами електроенергії для вирішення багатопараметричних задач 
керування, однією з яких є покращення параметрів якості електроенергії. 
 
Висновки до розділу 1  
1. Показано, що в умовах постійного збільшення кількості і типів 
навантажень найдієвішим методом забезпечення необхідних значень параметрів 
якості електроенергії є інтеграція електротехнічного устаткування у єдину систему 
на основі напівпровідникових перетворювачів з можливістю плавного та 
динамічного регулювання режимів роботи, для чого необхідно розробити  
алгоритми гнучкого керування зі стабілізацією параметрів якості електроенергії. 
2. Встановлено, що регулювання параметрів якості електроенергії за умови 
використання спеціалізованих топологій перетворювачів та адаптивних законів 
модуляції вихідної напруги ускладнюється за умови наявності реактивної 
потужності; несиметрії фазних напруг; вищих гармонік та інтергармонік струму, 
без усунення яких, як правило, параметри якості електроенергії мають незадовільні 
показники, тому актуальною є задачею розробка швидкодіючих методів оцінки 
параметрів якості електроенергії та інтеграція їх у сучасні системи керування 
напівпровідниковими перетворювачами. 
3. Проаналізовано негативний вплив інтергармонік на значення параметрів 
електроенергії та складність їх розрахунку пов’язану з невизначеністю і постійною 
зміною періоду інтегрування та встановлено, що існуючі чисельні методи аналізу 
інтергармонік на основі ряду Фур’є мають значну похибку через ефект 
«розмивання спектра», а методи на основі вейвлет-перетворення мають інший 
базис функцій, що значно ускладнює розрахунок параметрів якості електроенергії, 
тому вони не можуть бути використані для синтезу законів модуляції напруги 




4. Встановлено, що аналітичні методи розрахунку на основі ряду та 
перетворення Фур’є через жорстку прив’язку до фіксованого періода інтегрування 
є неефективними і потребують перерахунку спектра при зміні частоти одного з 
процесів, який бере учать у формуванні напруги мережі, тому для усунення 
громіздких перерахунків процеси, що беруть участь у формуванні напруги, 
доцільно описувати  відносно незалежних змінних і отримувати узагальнені 
спектральні характеристики сумарного сигналу в M-вимірному просторі. 
5. Показано, що серед існуючих методів, ряд Фур’є двох змінних і двовимірне 
перетворення Лапласа дозволяють представляти спектр в просторі двох змінних і 
запропоновано використовувати ряд Фур’є двох змінних, зважаючи на його 









ВИКОРИСТАННЯ УЗАГАЛЬНЕНОГО РЯДУ ФУР’Є ДЕКІЛЬКОХ 
ЗМІННИХ ДЛЯ АНАЛІЗУ МОДУЛЬОВАНИХ СИГНАЛІВ 
 
Утворення інтергармонік спричинено модуляцією параметрів напруги 
u(2πf·t) з частотою f, збурюючими факторами yзб1(2πfзб1·t), yзб2(2πfзб2·t)…         
yзб(М-1)(2πfзб(M-1)·t) з частотами відповідно fзб1, fзб2… fзб(М-1), які не кратні частоті f. 
Найчастіше модульованим параметром є амплітуда, при цьому утворена напруга, 
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Як відомо добуток сигналів СН, Сзб1, Сзб2,…, Сзб(М-1) у часовій області 
відповідає згортці їх спектрів [95-98]: 
 1 2 ( 1)* * *...* ,ІН Н ЗБ ЗБ ЗБ МС С С С С   (2.2) 
де СІН, СН, СЗБ1, СЗБ2,…, СЗБ(М-1) – спектральні характеристики вхідної напруги і 
збурюючих факторів, з частотами не кратними частоті напруги, на періоді, що є 
найменшим спільним кратним періодів цих процесів. 
При розрахунку спектральної характеристики утвореної напруги uін(t), зміна 
частоти хоча б одного збурюючого фактора призводить до зміни спектра напруги. 
Тому спектр напруги потрібно багаторазово перераховувати. Математичний апарат 
на основі узагальненого ряду Фур’є дозволяє одразу розрахувати спектр при 
довільних частотах напруги і збурюючих факторів, що значно зменшує обсяг 
розрахунків і спрощує подальший аналіз. 
2.1. Властивості ряду Фур’є декількох змінних  
Ряд Фур’є декількох змінних є широко відомими і детально описаний в 
літературі [99]. Однак при аналізі його використання для опису модульованих 
сигналів необхідно ввести необхідні позначення і підкреслити особливості ряду, 
важливі для даної прикладної задачі. 
Ряд Фур’є М змінних x1, x2, .. , xM складається з постійної складової, що 
описується через спектральну компоненту А(0)…(0) з усіма нульовими індексами, 
косинусних спектральних компонент А(m1)…(0), А(0)(m2)…(0)… А(0) …(mM), і синусних 
B(m1)…(0), B(0)(m2)…(0)… B(0) …(mM) з одним ненульовим індексом, що описують 
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незалежну дію М процесів на спектр сумарної напруги (струму), та комбінаційних 
компонент з двома і більше ненульовими індексами, що описують зміну спектра 
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Тому на основі ряду Фур’є дуже зручно описувати спектр модульованих 
струмів і напруг, що утворюються внаслідок взаємодії, як мінімум модулючої і 
носійної функцій. 
Спектральні компоненти С(m1)(m2)..(mM) ряду Фур’є М змінних розраховуються 
за формулою: 
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Далі по тексту, якщо не зазначене інакше, вважається, що змінна x1 є 
аргументом носійної функції yН, yН = f(x1), змінна x2 – модулюючої функції yМ, yМ = 
f(x2), змінні x3..xM – аргументами збурюючих факторів, що утворюють 
інтергармонічні складові yзб(1).. yзб(M-2), yзб(1) = f(x3),.., yзб(M-2) = f(xM). 
Сукупність спектральних компонент С(m1)(m2)..(mM) містить повну інформацію 
про модульований сигнал при довільному співвідношенні частот М складових, що 
беруть учать у формуванні модульованого сигналу. Якщо співвідношення між 
змінними x1, x2, .., xM модульованого сигналу y у M-вимірному просторі є відомим, 
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то можливо перейти в часову область і розрахувати спектр, що складається з 
гармонік заданого модульованого сигналу Ck. 
Якщо кутова частота модулюючої функції ω2 є найменшою серед частот ω1.. 
ωM складових модульованого сигналу і частоти ω1..ωM кратні частоті ω2, то перша 
гармоніка модульованого сигналу C1 матиме частоту модулюючої функції ω2, а 
значення k-ої гармоніки розраховується за формулою: 
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     (2.5) 
де P, P3..PM – кратності модуляції складових модульованого сигналу. 
Відповідно до формули (2.5) гармоніка Ck є сумою всіх спектральних 
компонент С(m1)(m2)..(mM), сума індексів яких з врахуванням кратності модуляції 
складових дорівнює k. 
Якщо відоме співвідношення частот між довільними компонентами xi та xk,  
xk / xi = Pki можливо звести ряд Фур’є М змінних до ряду M-1 змінних, виключивши 
змінну xi, за формулою: 
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  (2.6) 
За умови, що частота однієї або більше складових модульованого сигналу не 
кратна частоті модулюючої функції  ω2, шукають таке найменше спільне кратне 
періодів T1..TM, TLcm = Lcm(T1, T2,..TM), щоб для будь-якого i виконувалась умова 
кратності модуляції PLcm(i) довільної складової модульованого сигналу відносно 
періоду TLcm, PLcm(i) = TLcm / Ti, що є цілим числом, PLcm(i) Є N. У цьому випадку число 
V, що визначає кількість періодів модулюючої функції на періоді визначення 







  (2.7) 
де T2 – період модулюючої функції. 
У цьому випадку перша гармоніка модульованого сигналу C1 матиме частоту 
ωLcm = 2π / TLcm , а частота модулюючої функції відповідає гармоніці Ck: 
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Властивості рядів Фур’є широко відомі [100], серед основних властивостей 
доречно виділити: властивості лінійності, циклічного зсуву, оскільки аналіз 
властивостей модульованих сигналів на основі рядів Фур’є декількох змінних тісно 
пов’язаний з цими властивостями, тому вони описані нижче більш детально. 
При аналізі властивостей рядів Фур’є декількох змінних вважається що 
сигнали y1(x1, x2,.., xM), y2(x1, x2,.., xM), до яких застосовується ряд Фур’є, є 
періодичними, мають однакові періоди Т1, Т2.., ТМ за змінними x1, x2,.., xM 
відповідно, та задовольняють умовам Діріхле [101, 102]. 
Властивість лінійності 
При аналізі властивості лінійності вважається, що сума сигналів y1 і y2 
дорівнює: 
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Таким чином спектральні компоненти суми періодичних сигналів 
дорівнюють сумі спектральних компонент сигналів. 
Властивість циклічного зсуву 
Циклічний зсув сигналу в часовій області виникає за умови часової затримки 
сигналу керування або в двотактних або багатокоміркових перетворювачах, в яких 
сигнал керування кожної з фаз зсунутий на певний кут [103-106]. На рис. 2.1 
наведена ілюстрація циклічного зсуву для трьохканальної системи, сигнал 
керування якої описується у просторі двох змінних x1 і x2, з зсувом на кут 2π / 3 
відносно носійної функції з аргументом x1: рис. 2.1, а зсув відбувається відносно 




        а)       б) 
Рис. 2.1. Ілюстрація до властивості циклічного зсуву 
 
Згідно з рис 2.1, а зсув лише відносно носійної функції з аргументом x1 
спричиняє формування відмінного від початкового модульованого сигналу, тоді як 
синхронний зсув модулюючої і носійної функцій не змінює форму модулюючого 
сигналу, а лише зміщує координати імпульсів. 




( )( )..( ) 1 1 21
10 0
1







m m m sh M iM M
i








     (2.11) 







2 2 ( )
( )( )..( ) 1 2 11
20 0
( )( )..( )
1








j m x m x M


















  (2.12) 




   
1 1




























   (2.13) 
що свідчить про зміну спектра як за фазою, так і за амплітудою, як і показано на 
рис. 2.1, а.  При цьому відбувається циклічний зсув носійної функції y1 на її періоді 
Т1. Перетворення, аналогічні формулам (2.12) і (2.13), застосовуються до будь-якої 
змінної узагальненого ряду, окрім змінної x2, що відповідає модулюючій функції, 
оскільки відповідно до формули (2.8) переходу  від спектра багатовимірного ряду 
С(m1)(m2)..(mM) до спектра одновимірного ряду Сk індекс по змінній x2 розраховується 
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Тобто фазовий зсув модулюючої функції є відмінним від інших. 
При узагальненні співвідношень (2.12)-(2.14) на l змінних доцільно 
розглянути випадки: 
 до складу змінних, до яких застосовується зсув, не входить змінна x2; 
 серед змінних, що зсуваються, входить змінна x2. 
Для першого випадку, якщо до зсуву належать l змінних x1,x3..xl+1, формули 
(2.12) і (2.13) перетворяться до виду: 
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  (2.16) 
У другому випадку, якщо до зсуву належать l змінних x1,x2..xl, формула для 
розрахунку спектральних компонент аналогічна (2.15), гармоніка Ck(sh) 
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Особливим випадком є зміщення всіх змінних на однаковий кут φ2 = φ1P = 
φ3P3=…= φMPM , що відповідає зміщенню модульованого сигналу на цей кут без 
зміни його форми, рис. 2.1, б: 
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Лише в цьому випадку, вираз (2.18), циклічний зсув компонент узагальненого 
ряду Фур’є відповідає теоремі запізнення для ряду Фур’є однієї змінної [107].  
2.2. Аналіз спектрів ШІМ сигналів узагальненого ряду Фур’є  
На даний момент теорія рядів Фур’є двох змінних широко використовується для 
аналізу спектра модульованих сигналів з постійною частотою носійної функції, fH = 
const, а саме ШІМ та АШІМ сигналів, що класифікують за такими критеріями [108-
110]: 
- рід модуляції: І , ІІ або ІІІ роду; 
- кількість рівнів модуляції: однополярна– 3 рівні модуляції, двополярна – 2 
рівні модуляції; 
- фронт модуляції: передній задній, двостороння модуляція; 
- глибина модуляції μ: 0 < μ ≤ 1 – ШІМ, μ > 1 – АШІМ. 
Аналітичні вирази спектральних компонент в просторі двох змінних є 
базовими для більш складних законів модуляції. Для їх отримання використано 












Рід модуляції ШІМ-І 
 
yH(t) = yM(nT), n ϵ N 
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 yH(t - nT) = yM(t - nT),   n ϵ N 
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Глибина модуляції μ ≤ 1 (ШІМ) 
  





У найпростішому випадку, при відсутності збурень спричинених зміною 
опору навантаження та вхідної напруги, модульований сигнал формується на 
основі носійної функції yH, що описана в просторі змінної x1, та модулюючої 
функції yM зі змінною х2. Тому загальний запис для розрахунку спектральної 
компоненти C(m1)(m2) модульованого сигналу базується на ряді Фур’є двох змінних:  
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де f1, f2 – деякі функції від модулюючої функції yM, що задають координати 
переднього і заднього фронту імпульсів модуляції на періоді носійної функції yH. 
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Оскільки співвідношення між змінними x1 = ω1t,  де ω1 – кутова частота 
носійної функції, та х2 = ω2t, де ω2 – кутова частота модулюючої функції, 
еквівалентне кратності модуляції Р,  Р = x1 / x2, то при інтегруванні по змінній x2 в 
діапазоні від 0 до 2π, інтегрування по змінній x1 здійснюється в діапазоні від 0 до 
2πР, тобто Р періодів носійної функції уН. При цьому на кожному періоді носійної 
функції значення меж інтегрування f1,  f2 змінюються відповідно до заданого закону 
модуляції. 
Принцип визначення функцій f1, f2 для однополярної ШІМ-ІІ переднього, 
заднього фронту та двосторонньої модуляції проілюстровано на рис. 2.2, а, б і в 
відповідно для пилкоподібної форми носійної функції. 
 
 а) передній фронт;  б) задній фронт;  в) двостороння 
Рис. 2.2. Ілюстрація до визначення меж інтегрування f1, f2 ШІМ-ІІ: а) переднього 
фронту; б) заднього фронту; в) двосторонньої модуляції 
 
Згідно з рис. 2.2. межі інтегрування f1 – для модуляції заднього фронту та f2 – 
для модуляції переднього фронту відомі, інші межі інтегрування знаходяться як 
точки перетину прямих, на основі яких задається носійна функція yH і модулюючої 
функції yM: 
- модуляція переднього фронту: 
  2 1 2 1 1( ) ( ) ( ) 1 1 / 2 ,M H M Hy x y x y x k x x        (2.20) 
де kH – тангенс кута нахилу прямої, якою описується носійна функція; 
- модуляція заднього фронту: 
  2 1 1( ) / 2 ;M Hy x k x x    (2.21) 
- двостороння модуляція: 
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Значення межі інтегрування знаходиться для кожного типу модуляції 
вираженням змінної x1 з рівнянь (2.20)-(2.22): 
- модуляція переднього фронту: 
   2 1 22 1 ( ) ;Mf x y x    (2.23) 
- модуляція заднього фронту: 
  1 1 22 ( );Mf x y x    (2.24) 
- двостороння модуляція: 
     1 1 2 2 1 21 ( ) ; ( ) 1 .M Mf x y x f x y x        (2.25) 
У випадку двосторонньої модуляції значення пилкоподібної функції 
змінюється в діапазоні yH ϵ [-1;1], тому значення тангенса кута нахилу прямої         
kH* = 2kH. Формули для ШІМ-І є аналогічними формулам (2.20)-(2.25) за умови 
заміни значення змінної x2 на її фіксоване значення x2/, що береться на початку 
кожного інтервалу носійної функції. 
У таблиці 2.2 наведено значення меж інтегрування f1 і f2 для типового 
випадку, коли значення модулюючої функції дорівнює нормованій синусоїдальній 
функції з одиничною амплітудою, yM = μ·sin(x2), де μ – глибина модуляції сигналу. 
Підстановка меж інтегрування, наведених у табл. 2.2, до формули (2.19) дає 
змогу обрахувати спектральні компоненти C(m1)(m2) модульованого сигналу. 
Наприклад, для модульованого сигналу за законом однополярної ШІМ-ІІ з 
двосторонньою модуляцією, що складається з прямокутних імпульсів амплітудою 
А, отримаємо: 
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Таблиця 2.2. Значення меж інтегрування f1 і f2 
ШІМ-ІІ однополярна 
Передній фронт 
f1 = 2π(1-μ·sin(x2)) 
f2 = 2π 
Задній фронт 
f1 = 0 
f2 = 2π·μ·sin(x2) 
Двостороння 
f1 = π(1-μ·sin(x2)) 
f2 = π(1+μ·sin(x2)) 
ШІМ-ІІ двополярна 
Передній фронт 
f1 = π(1-μ·sin(x2)) 
f2 = 2π 
Задній фронт 
f1 = 0 
f2 = π·(1+μ·sin(x2)) 
Двостороння 
f1 = π(1-μ·sin(x2))/2 
f2 = 3π(1+μ·sin(x2))/2 
ШІМ-І однополярна 
Передній фронт 
f1 = 2π(1-μ·sin(x2/)) 
f2 = 2π 
Задній фронт 
f1 = 0 
f2 = 2π·μ·sin(x2/) 
Двостороння 
f1 = π(1-μ·sin(x2/)) 
f2 = π(1+μ·sin(x2/)) 
ШІМ-І двополярна 
Передній фронт 
f1 = π(1-μ·sin(x2/)) 
f2 = 2π 
Задній фронт 
f1 = 0 
f2 = π·μ·sin(x2/) 
Двостороння 
f1 = π(1-μ·sin(x2/))/2 
f2 = 3π(1+μ·sin(x2/))/2 
 
Спектральні компоненти C(m1)(m2) в формулі (2.26) розраховуються на основі 
суми двох інтегралів, оскільки модулююча функція yM = μ·sin(x2) змінює свою  
полярність кожні півперіода і тому на інтервалі x2 ϵ [0; π) амплітуда імпульсів 
модулюваного сигналу дорівнює А, y(x1,x2) = A, тоді як на інтервалі [π; 2π) y(x1,x2) = 
-A. Врахувавши, непарність модулюючої функції yM(x2) = - yM(x2 + π), інтервал 




   
 
2 2




1 1 2 2
2
(1 sin( )) (1 sin( ))
( )
( )( ) 1 2 1 22
0 (1 sin( )) 0 (1 sin( ))
(1 sin( ))
1 22
0 (1 sin( ))
2








j m x m x
x
A
C e dx dx e dx dx
A
e dx dx
    













    
 
  
   
 
   
 
(2.27) 
Відповідно до формули (2.27) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
спектральних компонент тільки з непарним значенням за індексом m2: 
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де Ja(b) – функція Бесселя першого роду порядку а від аргументу b [111]. 
Отже, спектральні компоненти для модульованого сигналу за законом 
однополярної ШІМ-ІІ з двосторонньою модуляцією мають ненульові, уявні, 
значення для непарних індексів m2. Оскільки для випадку m1 = 0, спектральні 
компоненти C(0)(2m2-1) мають невизначені значення, цей випадок розглядається 
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Для розрахунку спектральних компонент для ШІМ-І в межі інтегрування 
підставляється модулююча функція з фіксованим значенням аргументу x2/. 
Значення x2/ найчастіше фіксується відносно початку, середини або кінця періоду 
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носійної функції [112]. Вираз для розрахунку спектральної характеристики C(m1)(m2)  
модульованого сигналу за законом однополярної ШІМ-І з двосторонньою 
модуляцією описується виразом: 
     
/ /
2 2
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(2.30) 
Фіксацію змінної x2 можна забезпечити відніманням від неї аргументу 











де φf – кут фіксації змінної x2 відносно періоду змінної x1. 
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Аналогічно розраховуються спектральні компоненти інших різновидів ШІМ, 
значення яких наведені у табл. 2.3, виведення отриманих аналітичних виразів 






Таблиця 2.3. Аналітичні вирази спектральних компонент C(m1)(m2) для 
розглянутих різновидів ШІМ 
Фронт 
модуляції 
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Аналітичні вирази спектральних компонент C(m1)(m2) ряду Фур’є двох змінних 
можуть бути узагальнені на ряд із M змінних C(m1)(m2)..(mM). Якщо межі інтегрування 
f1, f2 при формуванні модульованого сигналу залежать лише від модулюючої 
функції yM, а в модульованій функції y(x1,x2,..,xM) можна розділити змінні, 
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Якщо межі інтегрування залежать від збурюючих факторів y3..yM – вираз для 
спектральних компонент потрібно перераховувати повністю. 
Для формування трифазної напруги існує декілька додаткових методів 
модуляції. Їх основна мета – збільшити амплітуду першої гармоніки зі збереженням 
значення коефіцієнта гармонік. При цьому при використанні класичної трифазної 
ШІМ вихідна напруга інвертора складає лише 86.6 % від випрямленої напруги 
мережі [113-115]. 
Для підвищення амплітуди першої гармоніки до модулюючої функції кожної 
фази підмішують третю гармоніку, що дозволяє збільшити амплітуду першої 
гармоніки [115], при цьому підмішана третя гармоніка взаємокомпенсується у 
трифазній системі не призводячи до погіршення спектрального складу вихідної 
напруги. Найрозповсюдженішими методами для підвищення амплітуди першої 
гармоніки є трифазна ШІМ з передмодуляцією третьою гармонікою [115] і 
векторна ШІМ [116]. 
При реалізації ШІМ з передмодуляцією третьою гармонікою в модульований 
сигнал кожної фази додається третя гармоніка, що утворює сигнал нульової 
послідовності [117] за законом: 
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(2.36) 
тобто амплітуда першої гармоніки при використанні цього закону модуляції 
збільшується в 1/cos(π/6) = 2 / √3 разів.  
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Формули модулюючої функції векторної ШІМ, подібні до ШІМ з 
передмодуляцією третьою гармонікою, однак на відміну від останньої містять всі 
непарні гармоніки кратні трьом, що в сумі утворюють нульову послідовність nn. 
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 (2.37) 
На практиці модулюючу функцію векторної ШІМ разом з нульовою 
послідовністю nn формують алгоритмічно, на основі векторного представлення 
трифазної напруги, що утворюється поділом період роботи перетворювача на 6 
секторів [116].   
Формування модульованого сигналу з передмодуляцією третьою гармонікою 
або з векторною ШІМ можливе на основі як ШІМ-І, так і ШІМ-ІІ. Зважаючи, що ці 
методи модуляції використовуються в цифрових системах керування, як правило, 
використовується ШІМ-І [118, 119]. Спектральні компоненти для відомих типів 
модуляції  наведено у табл. 2.4. Виведення формул для кожного типу модуляції 












Таблиця 2.4. Спектральні компоненти для ШІМ сигналів з передмодуляцією 
третьою гармонікою та векторної ШІМ 
Фронт 
модуляції 
Аналітичний вираз спектральних компонент C(m1)(m2) 
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Через громіздку структуру виразів спектральних компонент для деяких 
модулюючих функцій, інколи вирази спектральних компонент доцільно 
отримувати у чисельній формі та аналізувати спектр модульованих сигналів на 
основі алгоритму швидкого перетворення Фур’є, адаптованого для узагальненого 
ряду Фур’є декількох змінних.  
2.3. Неперервна і дискретна форма узагальненого ряду Фур’є 
За умови використання складних законів модуляції значення спектральних 
компонент можливо розрахувати, використавши чисельні методи інтегрування, 
трудомісткість яких набагато більша, ніж аналітичних, тому є доцільним дослідити 
шляхи зменшення трудомісткості використання чисельних методів [120, 121].  
У загальному випадку при дискретизації виразу узагальненого ряду Фур’є 
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Вираз для розрахунку спектральних компоненти С(m1)(m2)..(mM) (2.38) 













Для зменшення обсягу розрахунків та забезпечення необхідної точності 
необхідно виконати наступні кроки: 
- проінтегрувати підінтегральні вирази за максимальною кількістю змінних, 
тим самим мінімізувавши кількість змінних у виразі (2.4), а отже кількість точок 
для яких необхідно провести чисельне інтегрування для розрахунку спектральних 
компонент; 
 - дискретизувати інтеграл для розрахунку спектральних компонент, що 
отримано на попередньому кроці, обравши кроки інтегрування Δxi для змінних xi 












Ni – будь-яке натуральне число. 
- використати один з відомих [122, 123] алгоритмів швидкого перетворення 
Фур’є для багатовимірних рядів Фур’є.  
Як правило при використанні алгоритмів багатовимірного ШПФ формула 








k nX e x

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  (2.41) 
де xn – n-вимірний масив даних, n = 1..M, значення якого сумується на основі М 
вкладених сум при n / N = {n1/N1, n2/N2,..,nM/NM}.  
Найпоширенішим методом багатовимірного ШПФ є рядково-стовпчиковий 
алгоритм (англ. row-column algorithm) [124], що використовує М одновимірних   
ШПФ.  
При використанні запропонованої методики, кількість операцій Z, необхідна 
для розрахунку спектральної компоненти є такою: 
 ln ,Z N N   (2.42) 
де NΣ – сумарна кількість точок для розрахунку спектральних компонент, після 
зменшення кількості змінних,  що дозволяє зменшити кількість операцій в Nk ln Nk 
разів, де Nk – кількість точок, в яких необхідно було б додатково проводити 
розрахунки без використання процедури інтегрування.  
У двовимірному випадку масив даних розглядається як матриця розмірністю 
n1 × n2, тому алгоритм одновимірного ШПФ спочатку використовується до усіх 
рядків (стовпців) з групуванням отриманих перетворених рядків (стовпців) разом 
як ще одну матрицю тієї ж розмірності, а потім з використанням ШПФ на кожному 
з стовпців (рядків) утвореної матриці та отриманням матриці кінцевих результатів. 
У випадку трьох і більше змінних дані рекурсивно формуються в групи. 
Наприклад, тривимірне ШПФ можна отримати, використавши двовимірне ШПФ 
для матриці даних n2 × n3  для кожного фіксованого значення n1, а потім виконати 
одновимірні ШПФ за змінною n1. Для М-вимірного випадку доцільно проводити 
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рекурсивний поділ даних на дві приблизно однакові групи { n1 × nМ/2} і {n М/2+1 × nМ} 
[125] та використовувати до цих груп двовимірний рядково-стовпчиковий 
алгоритм ШПФ. Однак, як і для базового випадку, трудомісткість алгоритму 
складає O(N log N).  
Отримана кількість математичних операцій швидкого перетворення 
узагальненого ряду Фур’є еквівалентна трудомісткості алгоритму в просторі однієї 
змінної, що свідчить про значне зменшення математичних обчислень. 
 
Висновки до розділу 2  
1. Показано, що узагальнення ряду Фур’є на довільну кількість змінних та 
виведення його базових властивостей дозволяє ефективно використовувати 
отриманий математичний апарат для розрахунку спектра струмів і напруг зі 
складними законами модуляції та враховувати інтергармонічні складові. 
2. Встановлено, що спектральні компоненти ряду Фур’є двох змінних 
розширюються на довільну кількість змінних, що дозволяє спростити 
використання розробленого математичного апарату при описі 
багатопараметричних модульованих сигналів. 
3. Доведено, що складні закони модуляції часто мають громіздкі аналітичні 
вирази спектральних компонент, тому їх доцільно представляти у чисельній формі 
і, для пришвидшення процедури чисельного розрахунку спектра, використовувати  
адаптований алгоритм швидкого перетворення Фур’є, що має трудомісткість, 




РОЗШИРЕННЯ МОЖЛИВОСТЕЙ ВИКОРИСТАННЯ УЗАГАЛЬНЕНОГО 
РЯДУ ФУР’Є ДЛЯ РОЗРАХУНКУ СПЕКТРА 
 
У загальному випадку способи формування ШІМ у перетворювачах змінного 
струму розділяються на два типи [126]: 
- з прямим керуванням напругою; 
- зі зворотним зв’язком за струмом. 
Способи реалізації ШІМ з прямим керуванням напругою забезпечують 
широкий діапазон регулювання, обмежують рівень динамічних втрат та амплітуди 
вищих гармонік. Системи зі зворотним зв’язком за струмом в свою чергу мають 
кращу швидкодію [127]. 
У більшості сучасних методів керування активними фільтрами, 
компенсаторами реактивної потужності, асинхронними двигунами трифазна 
система векторів струмів і напруг фаз перетворюється у лінійно-незалежну 
систему, яка нерухома у просторі. Для цього найчастіше використовуються 
перетворення Кларка  на площину αβ, також можливе подальше застосування 
перетворення Парка для переходу на площину dq [128, 129]. У новій системі 
координат αβ або dq вектори, що описують трифазну систему, є нерухомими, тому 
регулювання струмів і напруг перетворювачів у вказаних системах координат 
значно спрощується. При використанні цих методів виділяються вищі складові 
струму мережі, що спричинюють утворення реактивної потужності iq та вищі 
гармоніки струму, що спричинюють пульсацію активної потужності ip~, які в 
подальшому використовуються як сигнали помилки у контурі керування 
перетворювачами [130].   
Активний розвиток сучасних систем керування і регулювання параметрів 
трифазних мереж вимагає розробки методів формування ШІМ, що дозволяють 
керувати окремими гармоніками або групами гармонік несинусоїдальних струмів і 
напруг, що неможливе при безпосередньому використанні перетворень Кларка-
Парка. Як правило, для виділення окремих гармонік у системах координат αβ або 
dq додатково використовуються цифрові фільтри, що збільшує обсяг математичних 
обчислень [131-134].  
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За умови розробки ефективних методів розрахунку спектра та інтегральних 
показників якості струмів і напруг, ряди Фур’є декількох змінних можуть 
доповнити вже існуючі методи керування перетворювачами змінного струму, а в 
деяких випадках і використовуватись самостійно.  
На даний момент використання ряду Фур’є має декілька обмежень, серед 
яких головними є: 
- по-перше, узагальнений ряд Фур’є використовується лише для розрахунку 
модульованих сигналів, формування яких здійснюється на основі носійної функції 
з постійною частотою, fH = const; 
- по-друге, розрахунок спектральних характеристик модульованих сигналів 
проводиться безпосередньо на виході інвертора, а методи їх обчислення після 
фільтра є доволі громіздкими; 
- по-третє, узагальнений ряд використовується лише для аналізу амплітуд 
окремих гармонік, а методики для розрахунку інтегральних показників якості 
електроенергії на основі узагальненого ряду відсутні, 
тому математичний апарат ряду Фур’є декількох змінних на даний момент 
використовується для найпростішого класу задач, пов’язаних з аналізом спектра 
модульованих сигналів [135].  
Для усунення основних обмежень у використанні узагальненого ряду Фур’є 
доцільно розширити його можливості завдяки розробці: 
- методу розрахунку спектра модульованих сигналів зі змінною частотою 
носійної функції; 
- методу розрахунку струмів і напруг після фільтра на основі спільного 
використання рядів Фур’є однієї і декількох змінних; 
- методики розрахунку інтегральних показників якості модульованих 
струмів і напруг на основі узагальненого ряду Фур’є, 
що дозволять значно розширити можливості багатовимірних рядів Фур’є при 
використанні їх у системах керування та синтезі перетворювачів електроенергії на 
основі оцінки параметрів якості електроенергії. 
3.1. Модульовані сигнали зі змінною частотою носійної функції 
Для модуляції напруги імпульсних перетворювачів часто використовується 
ШІМ, що має постійну частоту носійної функції, через ряд переваг: простота 
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формування, значна спектральна відстань між гармоніками, що описують 
модулюючу та носійну функцію. Однак, при розробці сучасних методів керування 
перетворювачами, більш ефективним є використання складніших законів 
модуляції, що забезпечують м’яку комутацію транзисторів, менші перевантаження 
силових ключів у пускових режимах, поліпшення значень параметрів якості 
електроенергії. 
Безпосереднє використання узагальненого ряду Фур’є є неможливим, через 
те, що при заданні аргументу носійної функції x1, x1 = ω1t, кутова частота ω1 є 
функцією часу t, ω1 = f(t). Для усунення обмеження на розрахунок спектра 
модульованих сигналів зі змінною частотою носійної функції пропонується 
описувати заданий модульований сигнал рядом Фур’є двох змінних x1, що є 
аргументом носійної функції, і x2 – модулюючої функції. Кратність модуляції P, 
через змінну частоту носійної функції, залежить від змінної x2, P = f (x2) і 
розраховується за формулою: 









Для використання узагальненого ряду Фур’є для цього випадку необхідно 
перейти до нових змінних x1* і x2*, за яких кратність модуляції є постійним 
параметром: 
           
* *
2( ) .P x P  (3.2) 
Очевидно, що умова (3.2) виконується за постійної частоти носійної функції, 
тобто в новій системі координат (x1*, x2*) сигнал модулюються за законом ШІМ. 
Додатковою умовою для переходу до нової системи координат є незмінність 
коефіцієнта заповнення імпульсів γ на кожному періоді носійної функції: 
 γі = γі*. (3.3) 
 З урахуванням тотожності (3.3) при знаходженні спектральних складових 
С(m1)(m2)* ряду Фур’є, інтегрування по змінній х1 може бути виконано у просторі 
функцій x1*, x2*. 
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Після чого здійснюється зворотний перехід до початкових змінних x1 та x2 і 
розраховується спектральна складова С(m1)(m2). Отже, метод застосування 
узагальненого ряду Фур’є до модульованих сигналів зі змінною частотою носійної 
функції складається з таких кроків [136]: 
 застосування перетворення змінних (x1, x2) → (x1*, x2*), для якого 
виконуються умови (3.2) і (3.3); 
 використання узагальненого ряду Фур’є для розрахунку спектральної 
складової С(m1)(m2)*; 
  застосування зворотного перетворення змінних (x1*, x2*) → (x1, x2) і 
розрахунок спектральних складових С(m1)(m2). 
Розглянемо реалізацію кожного кроку методу докладніше. 
3.1.1. Розрахунок функції перетворення змінної x2* = f(x2) модулюючої 
функції  
Загальний вид функції перетворення змінної x2* = f(x2) модулюючої функції 
залежить від закону модуляції сигналу. Для ілюстрації перетворення 
використовується ЧІМ з постійною тривалістю паузи tП [137]. У цьому випадку 











де y(t) – функція модуляції, k – тангенс кута нахилу носійної пилкоподібної функції, 
tП –тривалість паузи. 
 Співвідношення між параметрами tП і k визначається через глибину модуляції 
μ вихідної напруги: 















Тоді координати нового періода ЧІМ визначаються, як: 
 1 1( ) / (1 ) .     i i i П ПT T y T t t  (3.8) 
 Якщо перейти до координати x2 = ω2·t, вираз (3.8) запишеться так: 
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 2( ) 2( 1) 2( 1) 2( ) 2( )( ) / (1 ) .     i i i П Пx x y x x x  (3.9) 
З виразу (3.9) визначимо приріст по змінній x2 для і-го періода ЧІМ Δx2i: 
     2( ) 2( ) 2( 1) 2( 1) 2( ) 2( )( ) / (1 ) .       i i i i П Пx x x y x x x  (3.10) 
 При переході до нової змінної x2* приріст аргументу Δx2* є постійним, 
оскільки відповідає тривалості періоду ШІМ і не залежить від фази функції 
модуляції Δx2* = const. Для визначення функціонального зв’язку між параметрами 
x2(і)* = i·Δx2* та x2(і)  проаналізуємо формулу (3.9) для значень   і = 0, 1, 2…z:  
2(0) 0;x  
2(1) 2( ) 2( )(0) / (1 ) ;   П Пx y x x  
2(2) 2( ) 2(1) 2( ) 2( )(0) / (1 ) ( ) / (1 ) 2 ;      П П Пx y x y x x x  
 2( ) 2(1) 2( 1) 2( ) 2( )( (0), ( ),..., ( )) / (1 ) .   z z П Пx f y y x y x x zx  (3.11) 
 У результаті порівняння виразів (3.11) стає очевидним, що приріст аргументу 
Δx2* пропорційний тривалості паузи x2(П):  
 *2 ( ) 1 2 . Пx c x  (3.12) 
де c1 – коефіцієнт пропорційності. 
Зважаючи на формулу (3.12), рівняння (3.10) можна привести до виду: 
 *2( ) 1 2 2 2( 1)( ( ) 1),    i ix c x c y x  (3.13) 
де c2 = μ / (1 – μ). 
За умови, що значення Δx2* прямує до нуля Δx2* → 0, до нуля також прямує 
різниця значень модулюючої функції на початку сусідніх інтервалів модуляції 
(y(x2+Δx2(i)) – y(x2)) → 0, тому кінцевий приріст значення аргументу модулюючої   
функції Δx2(i) можна замінити її диференціалом dx2. Тоді приріст функції зміни 
координати кожного наступного періода ЧІМ можна виразити наступним чином: 
 *2 1 2 2 2( ( ) 1) . dx c c y x dx  (3.14) 
За умови підстановки синусоїдальної опорної функції y(x2) = sin(x2), 
отримаємо: 
 *2 1 2 2 2( sin( ) 1) .dx c c x dx   (3.15) 
Розділивши змінні і провівши інтегрування правої і лівої частин незалежно, 
отримаємо залежність x2* = f(x2): 
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 – стала інтегрування, яка розраховується з 
умови x2(0) = 0, 
та зворотне перетворення x2 = f(x2*): 
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 Коефіцієнт пропорційності с1 розраховується з рівняння (3.16) з урахуванням 





















 Результат перетворення x2* = f(x2), застосований до ЧІМ сигналу, показано на 
рис. 3.1, а і б. 
 
     а) ЧІМ сигнал     б) перетворений сигнал 
Рис. 3.1. Ілюстрація застосування перетворення x2* = f(x2) 
  
Перетворений сигнал, має такі особливості: 
- постійну частоту носійної функції; 
- імпульси модуляції знаходяться на початку кожного періоду модуляції, 
аналогічно до ШІМ з модуляцією заднього фронту; 
- ширина імпульсу з номером і перетвореного сигналу ti* пропорційна ширині 












 Вказані особливості дозволяють використати узагальнений ряд Фур’є для 
розрахунку спектра перетвореного сигналу і на його основі отримати спектр 
первинного ЧІМ сигналу. 
3.1.2. Адаптація ряду Фур’є двох змінних для розрахунку спектра ЧІМ 
Розрахунок спектральних складових С(m1)(m2)* для перетвореного сигналу 
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де x2*/ - значення змінної x2* на початку кожного періода модуляції, А – амплітуда 
модульованого сигналу. 
 Коефіцієнт заповнення імпульсів γ(x2*/) розраховується з використанням 
формули (3.10) за умови граничного переходу Δx2(i) → dx2: 
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Після підстановки виразу (3.21) у (3.20) отримаємо формулу для розрахунку 
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Таким чином, для розрахунку спектра модульованого сигналу зі змінною 
частотою носійної функції, необхідно: 
 у межах інтегрування по змінній x1* використовувати значення параметра 
заповнення імпульсів γ як функції від змінної x2/, γ(x2/( x2*/)); 
 відкоригувати ширину імпульсів сигналів, використавши обернене 
перетворення до виразу (3.20); 
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 змістити імпульси модуляції перетвореного сигналу у відповідності до 
ЧІМ, для чого доцільно використовувати теорему зсуву одночасно по змінній x2*/ 
на кут φy = (x2/( x2*/) - x2*/) і по змінній x1*/ на кут φx = P(x2/( x2*/) - x2*/) [138]. 
У результаті застосування вказаних операцій розраховується спектральна 
складова С(m1)(m2) ЧІМ сигналу. 
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 Інтегрування кратного інтегралу (3.23) по змінній х1* призведе до результату: 
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 Розрахунок синусних і косинусних складових гармоніки з номером k Сk на 
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 Зазвичай ряд (3.25) має швидку збіжність і для розрахунку значень гармонік 
достатньо використати декілька перших членів ряду. Спектр ЧІМ сигналу з 
амплітудою імпульсів A = 1 В, глибиною модуляції μ = 0.8 та кратністю модуляції 
Р* = 20 показано на рис. 3.2, а, його форма, відновлена за допомогою перших 200 




а) спектр ЧІМ сигналу 
 
б) форма сигналу відновлена за 200 першими ненульовими  гармоніками 
Рис. 3.2. Зображення ЧІМ сигналу а) у спектральній б) у часовій області 
 
Згідно з рис. 3.2 можна зробити висновок, що спектр і форма відновленого 
сигналу відповідає заданому ЧІМ сигналу. 
Отже, розрахунок спектра модульованого сигналу зі змінною частотою 
носійної функції із явно заданим законом модуляції з використанням узагальненого 
ряду Фур’є незначно ускладнюється у порівнянні з ШІМ за рахунок додавання 
процедури корекції ширини імпульсів модуляції та використання теореми зсуву.  
3.1.3. Розрахунок спектра програмно модульованих сигналів 
Окрім явного заданих законів модуляції зі змінною частотою носійної 
функції, на практиці використовують програмно модульовані сигнали, що мають 
задані спектральні властивості [139-141]. Формування таких сигналів здійснюється 
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на основі алгебраїчних рівнянь відносно певних гармонік їх спектра, в результаті 
вирішення яких розраховуються позиції переднього і заднього фронтів кожного 
імпульсу модуляції α1, α2 …αP  без явно заданого закону модуляції, рис. 3.3. Через 
це розрахунок спектра таких сигналів на основі узагальненого ряду Фур’є дещо 
відрізняється від модульованих сигналів із явно заданим законом модуляції. 
 
Рис. 3.3. Програмно модульований сигнал 
 
Для програмно модульованих сигналів базовий сигнал формується на основі 
ШІМ-І. Загальний запис базового модульованого сигналу з двосторонньою 
однополярною ШІМ-І з моментом фіксації опорного значення в середині періода 
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Формулу для розрахунку спектральної складової C(m1)(2m2-1) для подальшого 
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           
  (3.27) 
де w(x2) – функція, що описує ширину імпульсів модуляції, 
s(x2) – функція, що описує зсув імпульсів модуляції відносно початку періода. 
Спектральна складова С(m1)(2m2-1)* програмно модульованого сигналу 
отримується з базового (3.27) шляхом варіації функцій w(x2) і s(x2)  згідно з бажаним 
видом спектральної характеристики і може бути записана у виді: 
97 
 
1 2 1 2
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( )(2 1) ( )(2 1) 2 1 2 2 2 2( , ( ) ( ), ( ) ( )),   m m m mС f С w x f x s x f x   (3.28) 
де f1(x2), f2(x2) – функції, що пов’язують ширину і позицію імпульсів програмно 
модульованого і базового сигналів. 
На рис. 3.4, а і б продемонстровано покроковий перехід від базового до 
програмно модульованого сигналу. На рис. 3.4, а – застосування функції f1(x2) 





Рис. 3.4. Принцип формування програмно модульованого сигналу на основі 
базового з ШІМ-І: а) після корекції ширини імпульсів; б) після корекції позиції 
імпульсів 
 
На рис. 3.4, а зображено базовий модульований сигнал з ШІМ-І з шириною 
імпульсів, що задається функцією w(x2) та програмно модульований сигнал після 
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корекції ширини імпульсів на основі функції f1(x2). На інтервалі x2 Є [0;π) ширині 
імпульсу відповідає абсолютне значення функції w(x2), а на інтервалі x2 Є [π;2π) – 
протилежне за знаком. Якщо значення функції f1(x2) на даному періоді ШІМ має 
протилежний знак відносно функції w(x2), ширина імпульсу програмно 
модульованого сигналу на цьому періоді стає меншою, якщо такий же – більшою. 
На рис 3.4, б показана зміна позиції імпульсів після використання функції f2(x2). 
Якщо функція f2(x2) має додатне значення на певному періоді ШІМ, імпульс 
зсувається на відповідне значення в кінець періода, від’ємне – на початок періода. 
Очевидно, що функції f1(x2) і f2(x2) мають період кратний періоду модулюючої 
функції, тому їх доцільно описувати через ряд Фур’є. Розглянемо властивості 
функції f1, яка загалом може бути описана рядом Фур’є однієї змінної: 
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f x a a cx b cx  (3.29) 
де ac1, bc1 – постійні коефіцієнти, l1 – кількість гармонік ряду. 
Функція f1(x2) задає зміну ширини імпульсу програмно модульованого 
сигналу відносно базового, тому за умови використання синусоїдальної 
модулюючої функції на неї накладаються обмеження: 
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Функція f2(x2) описує зміщення імпульсів програмно модульованого сигналу 
відносно базового, тому має такі властивості: 
 2 2 2 2 2 2( ) ( ), (0) ( ) 0.f x f x f f       (3.32) 
і у її розкладі присутні лише парні гармоніки:    
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Отже загальний запис програмно модульованого сигналу відносно базового 
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Для подальшого розрахунку спектра спектральні компоненти C(m1)(2m2-1) 
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Загалом, метод розрахунку спектра програмно модульованого сигналу 
відрізняється від загальної методики лише принципом переходу від базового до 
заданого сигналу, що здійснюється на основі ряду Фур’є однієї змінної. За 
необхідності використання узагальненого ряду з трьома або більше змінними для 
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опису модульованого сигналу зі змінною частотою носійної функції, подібні 
перетворення робляться аналогічно і незалежно для кожної змінної. 
Тому, методика розрахунку складається з наступних кроків: 
- формування базового модульованого сигналу ШІМ-І в просторі 
узагальненого ряду Фур’є. 
- розрахунок коефіцієнтів bc1, bc2 програмно модульованого сигналу; 
- підстановка значень коефіцієнтів у формулу для розрахунку спектра (3.37). 
3.2. Спектр струмів і напруг на виході фільтра 
Узагальнений ряд Фур’є, в основному, використовується для розрахунку 
спектра безпосередньо на виході інвертора, тоді як більш інформативним є спектр 
напруги після фільтра. Безпосереднє визначення реакції фільтра за складовими 
узагальненого ряду є трудомістким, однак спрощується за умови спільного 
використання узагальненого ряду з рядом Фур’є однієї змінної на основі метода 
накладання для дискретно-лінійних ланцюгів [142, 143], що дає змогу описати 
квазіусталену напругу (струм) на виході фільтра uΣ при дії на нього модульованого 
сигналу, як суперпозицію напруг ul (струмів іl), утворених як реакція фільтра на 
кожний імпульс напруги.  
 ( ) 2
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u t u x

  (3.38) 
де Р – кратність модуляції, k – номер імпульсу напруги. 
Реакція фільтра на кожний імпульс описується через дві складові:  
- на інтервалі тривалості імпульсу з номером k (Тk, Tk + tk), напруга на виході 
фільтра ui(k) знаходиться через інтеграл Дюамеля [143]: 
 ( )( )
0
( ) ( ) ,   
t
A t
i ku t e V d  (3.39) 
де еА – матрична експонента електричного ланцюга [144], V – зовнішня дія. У 
випадку модуляції прямокутними імпульсуми з амплітудою Um формула (3.39) 
спроститься до виду: 
 ( )( )
0 0
( ) ( ) ,         
t t
A t At A At
i k m m ВИМu t e U d U e e d I e U  (3.40) 
де І – одинична матриця, UВИМ – вимушене значення напруги.  
101 
 
- на інтервалі, що триває після закінчення імпульсу до кінця періоду 
модульованого сигналу (Tk + tk, Θ) у колі протікає вільний процес uВІЛ, що описується 
виразом: 
 ( ( ))0( )( ) ,
  k kA t T tBІЛ ku t u e     (3.41) 
де u0(k) – значення напруги у момент закінчення імпульсу Tk + tk:  
 0( ) ( )( ) ( ).k i k k ku t u T t      (3.42) 
Використання формул (3.39)-(3.42) дає можливість розрахувати напругу на 
виході фільтра як суперпозицію реакцій на кожний імпульс. Метод розрахунку 
відрізняється для модульованих напруг першого роду, коли наперед задані 
координати переднього і заднього фронтів імпульсів, та другого роду, коли ця 
інформація невідома. Розглянемо два випадки окремо. 
3.2.1. Спектр напруги на виході фільтра при модуляції першого роду 
При модуляції першого роду напругу на виході фільтра, рис. 3.5, а, 
представлену як суперпозицію реакцій на кожний імпульс за формулами (3.39)-(3.42), 
рис. 3.5, б, доцільно розкладати на перехідні складові, що відповідають часовим 
інтервалам тривалості імпульсів, рис. 3.5, в та вільні складові рис. 3.5, г.  
 
Рис. 3.5. Графічна ілюстрація використання принципу накладання і розділення 
реакцій на складові: а) модульована напруга до та після фільтра; б) використання 
принципу накладання для опису перехідного процесу; в) перехідні складові, що 






Спектр складових, що відповідають інтервалам тривалості імпульсів, зручно 
розраховувати з використанням ряду Фур’є двох змінних, а вільних складових – рядом 
Фур’є однієї змінної. Метод розрахунку спектра на виході фільтра на основі сумісного 
використання рядів Фур’є однієї і двох змінних складається з таких етапів [145]: 
1. Опис напруги на виході фільтра через перехідну (3.40) і вільну (3.41) 
складові. 
2. Визначення положення переднього і заднього фронтів модульованих 
імпульсів напруги, рис. 3.3, а. 
3. Якщо носійна функція модульованого сигналу має змінну частоту носійної 
функції, формування базового ШІМ сигналу з модуляцією першого роду.   
4. Розрахунок спектра перехідних складових, рис. 3.3, в, за допомогою ряду 
Фур’є двох змінних. 
5. Перехід від базового модульованого сигналу з ШІМ, до модульованого 
сигналу із заданою носійною функцією. 
6. Розрахунок спектра вільних складових, рис. 3.3, г, за допомогою ряду 
Фур’є однієї змінної. 
7. Визначення сумарної спектральної характеристики напруги на виході 
фільтра як суми спектральних характеристик, отриманих на основі рядів однієї і 
двох змінних. 
Слід зазначити, що у випадку аналізу ШІМ сигналів, п. 3 і 5 виконувати не 
потрібно.  
Розглянемо особливості використання методу на прикладі базової схеми 
мостового інвертора напруги, зображеного на рис. 3.6, а. Напруга інвертора 
модулюється за законом однополярної ШІМ з двосторонньою модуляцією при 
ввімкненні на його виході L-фільтра, навантаженого активним навантаженням з 
опором R. При цьому пункти 3 і 5 методу розрахунку спектра на виході фільтра 
виконувати не потрібно, оскільки використовується модуляція типу ШІМ. Інвертор 
живиться від джерела з постійною напругою Е. Для аналізу інвертор заміняється 
ідеальною дискретно-лінійною схемою заміщення без втрат, рис. 3.6, б. На 
інтервалі замкненого, рис. 3.6, в, і розімкненого стану ключових елементів, рис. 3.6, 
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г, параметри схеми заміщення перетворювача є тотожними, стала часу фільтра τ = 
L/R.  
 
Рис. 3.6. Інвертор напруги: а) принципова схема силової частини інвертора; б) 
ідеальна дискретно-лінійна схема заміщення інвертора; в) лінійна схема 
заміщення інвертора на інтервалі замкненого стану ключових елементів; г) 
лінійна схема заміщення інвертора на інтервалі розімкненого стану ключових 
елементів 
 
Вибір базової схеми мостового інвертора зроблено з метою спрощення 
аналізу режимів його роботи та привернення основної уваги до особливостей 
розрахунку спектра напруги після фільтра. Розрахунок спектра починається з 
розкладу напруги на перехідну і вільну складові. 
1. Опис напруги на виході фільтра через перехідну і вільну складові  
Сумарна реакцію фільтра на широтно-модульовану напругу uM(x2) 
описується відповідно до формули (3.38). Перехідна складова uПЕР(k) імпульсу k 
описується формулою:  
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 2 2 ( )
( )/( )
( ) 2 2 ( ) 2 2 ( )( ) (1 ), ,
П k Mx x
ПЕР k П k З ku x E e x x x
  
     (3.43) 
а вільна  uВІЛ(k) наступною:    
 2 2 ( )
( )/( )
( ) 2 ( ) 2( ) 2 ( ) 2( ) ( ) , ,
З k Mx x
ВІЛ k ПЕР k k З ku x u x e x x
   
     (3.44) 
де ωМ – кутова частота модулюючої функції, x2П(k) – координата переднього фронту 
імпульсу k, x2З(k) – координата заднього фронту імпульсу k. 
2. Визначення положення переднього і заднього фронтів модульованого 
сигналу 
Координати переднього x2П(k) і заднього x2З(k) фронтів імпульсів модуляції для 
знаходження перехідних складових задаються як межі інтегрування інтегралу за 
змінною x2 в узагальненому ряді Фур’є двох змінних для ШІМ-І, що описана у 
розділі 2.  
При розрахунку вільних складових положення переднього x2П(k) і заднього 
x2З(k) фронтів імпульсів розраховуються явно і відповідно дорівнюють: 
 2 ( ) 2 2 2( / 2)(1 ( ));П kx k x x sin k x         (3.45) 
 2 ( ) 2 2 2( / 2)(1 ( )),З kx k x x sin k x       (3.46) 
де Δx2 – кут, що відповідає одному періоду ШІМ. 
3. Формування базового ШІМ сигналу з модуляцією першого роду 
Цей пункт розрахунку пропускається, оскільки досліджуваний ШІМ сигнал 
має постійну частоту носійної функції. 
4. Розрахунок спектра перехідних складових за допомогою ряду Фур’є двох 
змінних 
Підінтегральний вираз для розрахунку спектра перехідної складової 
визначається з формули (3.41) і дорівнює: 
  1 /( )1( ) 1 ,Hxy x E e     (3.47) 
де ωH – частота носійної функції. 
Підставляючи аналітичний вираз перехідних складових напруги в формулу 
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Складова  CПЕР1(m1)(m2) описує спектр модульованого сигналу без фільтра і 
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Після розділення інтегралу (3.52) по чвертям періода і застосування 
підстановки x2 = z, x2 = π - z, x2 = π + z, x2 = 2π - z, для першої, другої, третьої і 
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З аналізу виразу (3.53), можна зробити висновок, що для парних m2  
коефіцієнти розкладу дорівнюють нулю, CПЕР(m1)(2m2) = 0. Для непарних m2 інтеграл 
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Для розрахунку амплітуди гармоніки перехідної складової з номером k CПЕР(k)   
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   (3.55) 
5. Перехід від базового модульованого сигналу, до модульованого сигналу із 
заданою носійною функцією 
Цей пункт розрахунку в даному випадку пропускається, оскільки спектр 
перехідної складової, отриманий в формулі (3.55), відповідає шуканому, бо заданий 
сигнал модульований за законом ШІМ. 
6. Розрахунок спектра вільних складових за допомогою ряду Фур’є однієї 
змінної. 
Початкові умови вільної складової розраховують у момент завершення 
імпульсу: 
    2( ) 2 2/( ) ( )/( )0( ) 1 1 ,k M Mm x sin k xku E e E e           (3.56) 
зважаючи на це спектр вільної складової дорівнює: 
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7. Визначення сумарної спектральної характеристики  
Значення і фазовий зсув гармоніки k модульованого сигналу ШІМ-І на виході 
фільтру розраховують на основі суми спектрів вільної і перехідної складової: 
 ( ) ( ) ( ).k ПЕР k ВІЛ kC C C   (3.58) 
 Загалом для розрахунку спектральної характеристики відфільтрованого 
модульованого сигналу необхідно обчислити суми декількох рядів функцій 
Бесселя, які мають достатньо швидку збіжність, тому для розрахунку кожної 
гармоніки необхідно використати лише декілька перших членів суми ряду.  
3.2.2. Спектр напруги на виході фільтра при модуляції другого роду 
Положення імпульсів модуляції другого роду розраховують у результаті 
вирішення трансцендентного рівняння, тому значення переднього і заднього 
фронту імпульсів можуть бути обчислені тільки наближено. Однак, за умови 
використання узагальненого ряду Фур’є, положення імпульсів задається у межах 
інтегрування і може бути обчислене точно. Тому, окрім перехідної, узагальнений 
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ряд Фур’є доцільно використовувати для розрахунку вільної складової. В усьому 
іншому алгоритм розрахунку спектра напруги з ШІМ-ІІ є аналогічним ШІМ-І. 
Нижче наведено алгоритм для розрахунку перехідної і вільної складової. 
1. Опис напруги на виході фільтра 
Опис напруги на виході фільтра є аналогічним випадку ШІМ-І з 
використанням формул (3.43) і (3.44). 
 2. Розрахунок положення імпульсів модуляції перехідних складових 
Положення переднього x2П(k) і заднього x2З(k) фронтів імпульсів ШІМ-ІІ 
визначається точками перетину модулюючої функції і пилкоподібної напруги 
відповідно до табл. 2.2.  
3. Формування базового ШІМ сигналу  
Цей пункт розрахунку пропускається, оскільки досліджуваний ШІМ сигнал 
має постійну частоту носійної функції. 
4. Розрахунок спектра перехідних складових 
Підставляючи аналітичний вираз імпульсів напруги, які описуються виразом 
(3.47), в формулу для розрахунку спектра сигналу ШІМ-ІІ, отримаємо: 
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Розділимо інтеграл на дві частини СПЕР1(m1)(m2) і СПЕР2(m1)(m2):
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Для спрощення виразу другої складової СПЕР2(m1)(m2), проінтегруємо вираз 
(3.61) за змінною х1:  
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Розбиваючи їх по чвертям періода і застосовуючи підстановки x2 = z, x2 = π - z, x2 = 
π + z, x2 = 2π - z, для першої, другої, третьої і четвертої чверті відповідно, отримаємо:
 
   
   
1
1 2
1 2 2 2 2
1 2 2 2 2
2( )( ) 2
1
( )/2
( ) ( ) ( ) (2 )
0
( )
( ) ( ) ( ) (2 )









j sin z m jm z jm z jm z jm z
sin z




e e e e e e





   









   


  (3.64) 
Для парних m2 коефіцієнти розкладу дорівнюють нулю, СПЕР2(m1)(2m2) = 0. Для 
непарних – розраховуються за формулою: 
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 (3.65) 
5. Розрахунок положення імпульсів модуляції вільних складових 
Для розрахунку спектра вільних складових за допомогою узагальненого ряду 
Фур’є їх необхідно розділити на компоненти, які змінюються з частотою носійної 
функції ωН. Графічні ілюстрації одного з варіантів розділення вільних складових 
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для подальшого розрахунку їх спектра узагальненим рядом Фур’є показано на рис. 





Рис. 3.7. Графічна ілюстрація до розділення вільної складової на компоненти, які 
змінюються з частотою носійної функції: а) з виділеною вільною компонентою 
uВІЛ1; б) з компонентами uВІЛ2, uВІЛ3, uВІЛ4. 
 
Компонента uВІЛ1, зображена на рис. 3.5, а, описує ділянки вільних складових 
на інтервалах між заднім фронтом імпульсу ШІМ, від якого утворена вільна 
складова, і кінцем даного періоду ШІМ: k∙T + x2з(k)..(k+1)T. Компонента uВІЛd, де d = 
2..(0.5P+1) описує ділянки вільних складових напруги на періодах ШІМ, які 
зміщені на (d-1) період відносно імпульсу, з якого починається вільна складова.  
Передній фронт компоненти uВІЛ1 на періоді ШІМ співпадає із заднім 
фронтом імпульсу, тому задній фронт складової uВІЛ1 рівний 2π. Для інших 




6. Розрахунок спектра вільних складових 
Розрахуємо спектр компонент вільної складової. Спектр компоненти uВІЛ1 
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  (3.66) 
де 2 ( ) 22 ( )01 2( ) (1 ) (1 )
kx sin xu x E e E e
       - початкові умови вільної складової 
імпульсу модуляції з номером k.  
 Після підстановки у формулу (3.66) початкових умов, отримаємо: 
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Розіб’ємо інтеграли формули (3.67) на дві складові СВІЛ1_1(m1)(m2) і СВІЛ1_2(m1)(m2): 
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 (3.70) 
а складова СВІЛ1_2(m1)(m2) за такою формулою: 
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 Всі вільні компоненти, зображені на рис. 3.7, б, можливо виразити через одну 
з них, найзручніше через uВІЛ2(x2): 
 2( 2) /( )2 2 2 2( ) ( ( 2) ) .H
k x
ВІЛk ВІЛu x u x k x e
        (3.72) 
З аналізу виразу (3.72) можна зробити висновок, що за умови відомого 
спектра компоненти uВІЛ(х2) значення інших компонент отримують за умови 
використання теореми запізнення [146]. Спектральну характеристику вільної 
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k kx xu x E e e jEe sin j sin x
         - початкові умови для 
компоненти uВІЛ2(х2), множник ejnΔx2 враховує зміщення компоненти uВІЛ2(х2) на 
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Для парних n коефіцієнти розкладу дорівнюють нулю, CВІЛ(2m1)(2m2) = 0. Для 
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  (3.75) 
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 Компоненти uВІЛ2(x2).. uВІЛ2(P+1)(x2)  мають подібну структуру, тому для 
представлення їх спектра в згорнутому виді знайдемо їх суму: 
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 Останню компоненту вільної складової розраховують з використанням ряду 
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7. Перехід від базового модульованого сигналу, до модульованого сигналу із 
заданою носійною функцією 
Цей пункт розрахунку в даному випадку пропускається, оскільки спектр 
перехідної і вільної складових, відповідає заданому сигналу, модульованому за 
законом ШІМ. 
8. Визначення сумарної спектральної характеристики  
Отже, спектральна характеристика ШІМ сигналу ІІ роду складається з п’яти 
складових: 
 1 2 0 1 .k ПЕР k ПЕР k ВІЛ k ВІЛ k ВІЛ kC C C C C C       (3.79) 
 Загалом, методика розрахунку спектральної характеристики вихідної 
напруги, модульованої за законом ШІМ-ІІ, має простіші вирази, ніж для випадку 
ШІМ-І, оскільки вільна складова розраховується за допомогою ряду Фур’є двох 
змінних, що спрощує кінцеві аналітичні вирази. У цілому, спільне використання 
ряду Фур’є однієї і двох змінних дозволяє виділити складові, що мають частоту 
носійної і модулюючої функцій і, тим самим, спростити аналітичний вираз 
спектральної характеристики струмів і напруг на виході фільтра. 
3.3. Інтегральні показники якості модульованих струмів і напруг 
Інтегральні параметри якості електроенергії широко використовуються для 
оцінки ефективності керування електротехнічним обладнанням мережі, тому 
актуальною задачею є розробка ефективних алгоритмів для їх розрахунку, що 
дозволяє використовувати значення інтегральних показників якості як задавальну 
дію в процесі керування. Для оцінки якості напруги змінного струму найчастіше 
використовуються показники: коефіцієнт потужності χ, коефіцієнт гармонік KГ, 
коефіцієнт нелінійних спотворень KНС. Для визначення цих показників необхідно 
розрахувати: амплітуду першої гармоніки струму I(1), фазовий зсув першої 
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гармоніки струму відносно першої гармоніки напруги φ(1), діюче значення струму 
I. Значення перших гармонік струму і напруги та їх фази розраховуються 
безпосередньо з використанням узагальненого ряду Фур’є, тоді як для визначення 
діючого значення струму на основі узагальненого ряду Фур’є необхідно розробити 
методику розрахунку. 
Як правило, діюче значення напруги U або струму I розраховується в часовій 
області, але це також можливо зробити в операторній області [11], завдяки 
виконанню рівності Парсеваля [147] для ряду Фур’є діюче значення також можна 








   (3.80) 
З практичної точки зору є сенс розробити методику розрахунку діючого 
значення, як у часовій, так і в частотній областях, оскільки трудомісткість 
розрахунку кінцевого виразу може бути меншою, як у першому, так і в другому 
випадку – все залежить від форми сигналу.  
Спочатку розглянемо методику розрахунку діючого значення сигналу у 
часовій області. Аналогічно до розрахунку спектральних компонент узагальненого 
ряду Фур’є представимо сигнал функцією М змінних, y(x1,x2, …, xM). Тоді за 



















Значення отримані за формулою (3.81) дають точний результат, якщо 
кратність модуляції сигналу P прямує до нескінченності, P → ∞. Похибка в 
розрахунку діючого значення пов’язана з похибкою заміни модулюючої функції 
кусково-лінійною функцією на періоді носійної функції, що має вплив, як на 
похибку модуляції, так і на результат при Р < 20 [148]. Тому при вирішенні 
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практичних задач діюче значення сигналу, отримане за формулою (3.81), 
розраховується з достатньою точністю. 
Розглянемо методику розрахунку діючого значення сигналу в часовій 
області. Для прикладу розглянемо сигнал з двосторонньою однополярною 
модуляцією ШІМ-ІІ з модулюючою функцією sin(x2). Оскільки модулююча 
функція є непарною, інтегрування за змінною x2 проводиться на інтервалі [0; π]. 





















Аналогічно можна порахувати діюче значення сигналу для інших 
модифікацій ШІМ другого роду.  
У випадку ШІМ-І при розрахунку діючого значення інтеграл по змінній х1 
заміняється сумою, тому формула для розрахунку діючого значення є більш 
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де Δх2 відповідає періоду носійної функції. 
На відміну від ШІМ-ІІ, період носійної функції в ШІМ-І задається явно через 
константу Δх2, тому формула (3.83) дозволяє отримати точне діюче значення 
сигналу. 
У табл. 3.1 наведено розрахункові формули для діючих значень, отриманих 
за наведеною методикою для типових законів модуляції, та, як приклад, формули 






Таблиця. 3.1. Розрахункові формули для діючих значень модульованих сигналів 
Тип модуляції Діюче значення 
модульованого сигналу 
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Формули для розрахунку діючого значення напруги та параметрів якості 
електроенергії є компактними і відносно простими, однак у певних випадках є 
доцільним виконати розрахунок параметрів якості електроенергії у спектральній 
області.  Розглянемо розрахунок діючого значення сигналу у спектральній області 
на прикладі однополярної двосторонньої ШІМ-ІІ, амплітуда гармоніки 2k-1 якої 















































 Для випадку, коли кратність модуляції Р > 10 [148], з відносною похибкою, 
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2 2 1 1 2 1
2 1 1 12
2 2
2 1 1 1




k m P k vP
k m P v m
k m
U A




    
   
 
 
   











Замінивши порядок сумування та зробивши заміни: 2k-1-m1P = 2k*-1 у 
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Відомо, що при перевищенні порядку функції Бесселя першого роду над її 
аргументом, значення функції Бесселя прямує до нуля [150]: 
  ( ) 0, 1 .nJ z n z    (3.89) 
Сума ряду (3.88) за змінною k* починається зі значення 2 – 0.5m1P,  оскільки 
0.5P >> πμ, значення всіх членів ряду, починаючи від мінус нескінченності до        
2 – 0.5m1P прямують до нуля і для спрощення подальших розрахунків їх можна 
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Використавши теорему додавання для Бессельових функцій [151]: 
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Віднявши від виразу (3.92) вираз (3.93), отримаємо значення суми квадратів 
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У другій сумі використаємо властивість функцій Бесселя з від’ємним 
порядком [152]: 
 ( ) ( 1) ( ).nn nJ z J z   (3.95) 
Після використання властивості (3.95) і підстановки порахованого значення 
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Далі спрощення виразу (3.97) є недоцільним, однак доданки під знаком суми 
дуже швидко прямують до нуля, тому для отримання діючого значення достатньо 
взяти декілька перших членів. 
Порівнюючи кінцевий результат (3.97) з виразом у табл. 3.1 для однополярної 
ШІМ-ІІ, можна зробити висновок, що діюче значення розраховане в часовій області 
є компактнішим. 
Описані в даному розділі методи та методики, що розширюють можливості 
використання узагальнених рядів Фур’є для розрахунку спектрів модульованих 
струмів і напруг: 
- метод розрахунку спектра модульованих сигналів зі змінною частотою 
носійної функції; 
- метод розрахунку спектра струму та напруги на виході фільтра; 
- методики формування узагальнених аналітичних формул у згорнутому 
аналітичному виразі для розрахунку інтегральних параметрів якості електроенергії 
при параметричному завданні параметрів модуляції, 
дають можливість спростити вирішення ряду практичних задач, наведених у табл. 





Таблиця 3.2. Задачі проектування імпульсних перетворювачів електричної енергії, 
що спрощуються при використанні узагальненого ряду Фур’є 
Задача Використані методи і 
методики 
Переваги 






- методики формування 
аналітичних формул для 
розрахунку параметрів 
якості електроенергії; 
- метод розрахунку 
спектра струмів і напруг 
зі змінною частотою 
носійної функції, 
параграф 3.1; 
- метод розрахунку 
спектра струму та 
напруги на виході 
фільтра, параграф 3.2 
- значне зменшення обсягу 
математичних операцій при 
розрахунку параметрів якості 
електроенергії, див. табл. 3.1, 
дозволяє використовувати 
запропонований алгоритм 
керування в системах з 
дешевими мікроконтролерами;
- стабілізація параметрів якості 
електроенергії дає можливість 
динамічно змінювати 
кратність модуляції і тим 
самим зменшувати динамічні 
втрати в перетворювачі 
2. Аналіз 
інтергармонічних 
складових струмів і 
напруг у замкненій 




- узагальнення ряду 
Фур’є на довільну 
кількість змінних;  
- методики формування 








спектра через зміну частот 
процесів 
3. Вибір структури 
перетворювачів 




- методики формування 
аналітичних формул для 
розрахунку параметрів 
якості електроенергії 
- значне зменшення 
математичних операцій через 
відсутність необхідності 
розрахунку параметрів якості 
електроенергії у широкому 






Окрім задач, наведених у табл. 3.2, узагальнені ряди доцільно 
використовувати для широкого ряду проблем пов’язаних з аналізом та 
регулюванням параметрів якості електроенергії, які є функцією декількох змінних 
і тому можуть бути компактно описані у просторі ряду Фур’є декількох змінних.  
 
Висновки до розділу 3 
1. Показано, що метод розрахунку спектра модульованих сигналів зі 
змінною частотою носійної функції, дозволяє використовувати узагальнений ряд 
Фур’є для адаптивних методів модуляції, зокрема для частотно-імпульсної та 
програмної модуляції. 
2. Продемонстровано метод спільного використання ряду Фур’є однієї і двох 
змінних для розрахунку спектра струму або напруги на виході фільтра, який 
дозволяє виділити складові, що мають частоту носійної і модулюючої функцій і, 
тим самим, спростити вираз спектральної характеристики струмів і напруг на 
виході фільтра. 
3. Запропоновано методику розрахунку параметрів якості електроенергії у 
аналітичній формі, який дозволяє значно зменшити обсяг математичних операцій 
для їх розрахунку та дає можливість реалізувати методику у системах керування 
напівпровідниковими перетворювачами. 
4. Показано, що використання розроблених методів і методик спрощує 
вирішення ряду практичних задач при проектуванні імпульсних перетворювачів 
електричної енергії та їх систем керування, серед яких можна виділити: синтез 
законів керування перетворювачів зі стабілізацією параметрів якості 
електроенергії; аналіз інтергармонічних складових струмів і напруг у замкненій 
аналітичній формі при довільному співвідношенні частот процесів; вибір 
структури перетворювачів електричної енергії з врахуванням заданих значень 
параметрів якості електроенергії, що підтверджує наукову новизну та практичну 






УЗАГАЛЬНЕНИЙ РЯД ФУР’Є ДЛЯ ПОКРАЩЕННЯ ТЕХНІЧНИХ 
ПОКАЗНИКІВ ОДНОФАЗНИХ ІНВЕРТОРІВ НАПРУГИ  
 
Однофазні інвертори зазвичай використовуються для перетворення 
параметрів електроенергії первинних джерел енергії, наприклад вітрових турбін, 
сонячних батарей, паливних елементів, мікрогазових турбін та систем 
акумулювання енергії, що під’єднуються до мережі змінного струму або є 
складовою частиною перетворювачів постійного струму з гальванічною 
розв’язкою.  Для стабільного функціонування таких систем електроживлення, 
окрім перетворення параметрів електроенергії, інвертори повинні забезпечувати:  
- стабілізацію вихідної змінної напруги при коливанні вхідної напруги в 
широких межах – для автономних систем електроживлення, або формування 
вихідного струму, що повторює форму напруги мережі, - для систем 
електроживлення під’єднаних до мережі;  
- задані значення параметрів якості електроенергії із заданим коефіцієнтом 
гармонік KГ, відхиленням напруги та частоти; 
- захист джерел енергії від аномальних значень напруги та частоти мережі; 
- відбір максимальної потужності від первинних джерел енергії.  
Відповідно до наявності електричної ізоляції, інвертори розділяються на  
ізольовані або неізольовані. Електрична ізоляція може бути виконана за допомогою 
мережевого трансформатора, розрахованого на частоту 50 Гц [153], або 
високочастотного. Залежно від співвідношення амплітуд напруги на вході 
постійного струму порівняно з вихідною напругою змінного струму, інвертори 
можуть бути понижувальними, підвищувальними або універсальними.  
Топології інверторів можуть мати одно- або багатоланкову структуру. 
Одноланковий інвертор перетворює параметри електроенергії одноетапно, 
включаючи перетворення рівня напруги та формування синусоїдальної форми 
струму [154-156]. Кількість ключових елементів в одноланковому інверторі, як 
правило, складає чотири [154, 157] або шість [158-160]. 
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Багатоланковий інвертор має декілька етапів перетворення параметрів 
електроенергії, кожна з ланок виконує одну з необхідних функцій: зміну рівня 
напруги, електричну ізоляцію, перетворення постійного струму в змінний. 
Багатоланкові інвертори можуть мати ланки: DC – DC – AC; DC – AC – DC – AC; 
DC – AC – AC [161-164]. 
Класифікацію топологій однофазних інверторів показано на рис. 4.1. 
 
Рис. 4.1. Класифікація топологій однофазних інверторів 
 
Для реалізації ефективного керування розглянутими топологіями інверторів 
у роботі пропонується забезпечити модифікації існуючих законів модуляції: 
 регулювання кратності модуляції напруги інвертора для забезпечення 
необхідного значення коефіцієнта гармонік KГ з одночасним зменшенням обсягу 
динамічних втрат у перетворювачі, що дозволяє на етапі проектування зменшити 
габарити необхідних радіаторів; 
 синтез двополярної модуляції зі зменшеним значенням першої гармоніки 
з метою зменшення масогабаритних показників трансформатора інвертора. 
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Розглянемо реалізацію кожної із описаних модифікацій окремо.  
4.1. Керування кратністю модуляції однофазного ШІМ інвертора без 
гальванічної розв’язки 
Значення параметра якості напруги інвертора на постійному струмі – 
коефіцієнта пульсацій KП,  на змінному струмі – коефіцієнта гармонік KГ, залежать 
від співвідношення періода носійної функції ТH та сталої часу τ вихідного фільтра 
інвертора. Забезпечення задовільних значень параметрів якості напруги може бути 
досягнуто при виконанні такої умови τ > 3ТH [165]. Тобто для забезпечення 
задовільних параметрів якості напруги потрібно зменшувати період носійної 
функції. Однак зі зменшенням періода збільшується кількість комутацій 
транзисторів інвертора, що збільшує обсяг динамічних втрат. Тому інвертор має 
оперувати на певній проміжній частоті, що одночасно забезпечує необхідні 
значення параметрів якості і не спричинює великих динамічних втрат.  
У випадку змінного навантаження стала часу фільтра весь час змінюється, що 
призводить до постійної зміни значень параметрів якості напруги. У цьому випадку 
для забезпечення необхідного значення параметрів якості електроенергії можливо 
задати постійну максимальну частоту роботи перетворювача, що забезпечує задане 
значення параметрів якості електроенергії у всьому діапазоні зміни опору 
навантаження, але збільшує обсяг динамічних втрат. Тому доцільніше регулювати 
частоту роботи інвертора з метою стабілізації заданого значення параметра якості 
електроенергії. 
Для інвертора, що входить до складу перетворювача постійної напруги, 
регулювання частоти пов’язане з вимірюванням пульсації вихідної напруги та 
розрахунку на його основі значення коефіцієнта пульсації KП, що вимагає 
мінімального обсягу математичних обчислень і може бути реалізоване в системі 
керування у реальному масштабі часу. Натомість при формуванні вихідної 
синусоїдальної напруги необхідно розраховувати значення коефіцієнта гармонік 
KГ, що вимагає достатньо великого обсягу розрахунків, оскільки передбачає 
розрахунок діючого значення напруги, і тому суттєво збільшує вимоги до 
обчислювального ядра систем керування інверторами.   
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Використання узагальненого ряду Фур’є дозволяє значно зменшити обсяг 
математичних операцій при розрахунку коефіцієнта гармонік і полегшує 
реалізацію принципу керування за значенням параметрів якості електроенергії як 
задавальної дії на основі регулювання частоти роботи інвертора у реальному 
масштабі часу. Для чого доцільно розробити методику розрахунку коефіцієнта 
гармонік та алгоритму керування на його основі. 
 4.1.1. Виведення аналітичного співвідношення для розрахунку 
коефіцієнта гармонік 
Розглянемо методику розрахунку параметрів для однофазного мостового 
інвертора з однополярною односторонньою ШІМ-ІІ та фільтром першого порядку 
за заданим значенням коефіцієнта гармонік KГ з індуктивністю L і опором R, 
електрична схема якого наведена на рис. 3.4, а. 
Для гармоніки з номером n передавальна характеристика Kn при 













де ωМ - частота модулюючої функції. 
Перша гармоніка у частотній області відмежована від вищих гармонік з 
ненульовим значенням ділянкою спектра, що орієнтовно дорівнює кратності 
модуляції Р. Тому для вищих ненульових гармонік при коректно обраному фільтрі 










З урахуванням виразів (4.1) і (4.2) формула для розрахунку коефіцієнта 
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де Uф – діюче значення напруги після фільтра, Uф1 - діюче значення напруги першої 
гармоніки після фільтра, Сn – діюче значення гармоніки напруги з номером n до 
фільтра, τ – стала часу фільтра. 
Значення коефіцієнта гармонік, розраховане за формулою (4.3), можливо 
підтримувати на заданому рівні шляхом вибору необхідного значення частоти 
носійної функції fH, яку можливо виразити через кратність модуляції Р, fH = Р·fM.  
Значення вищих гармонік з непарним номером 2k-1, C2k-1 за умови 
використання напруги з двосторонньою однополярною ШІМ-ІІ розраховується за 





















  (4.4) 
де А – амплітуда модульованого сигналу. 
Амплітуда першої гармоніки С1 з достатньою точністю дорівнює амплітуді 
модулюючої функції, у випадку гармонічного задавального сигналу Asin(ωMt), С1 = 
μА. 
 Підставимо значення гармонік, розрахованих на основі ряду Фур’є двох 
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Коефіцієнт гармонік KГ в формулі (4.5) описується на основі суми подвійного 
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    (4.7) 
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Через змінні Sm1 і S(m1)(z1) ряд (4.6) має запис: 
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Підставимо вираз (4.9) у формулу (4.5): 
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Змінивши порядок сумування, отримаємо:  
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На основі властивостей функцій Бесселя [120] та збіжності рядів [167] 
значення параметрів G(m1)(0), G(m1)(1), G(m1)(z1)(0) і G(m1)(z1)(1) у виді згорнутих 
аналітичних формул виведено у додатку Г, нижче наведено кінцеві результати 
розрахунків: 
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(4.17) 
Порівнюючи значення сум Gm1(0) і Gm1(1), формули (4.14), (4.15), можна 
зробити висновок, що Gm1(0) / Gm1(1) ~ P2, аналогічно Gm1(0) / Gm1(2) ~ P4 і т.д. Навіть 
для мінімальних значень кратності модуляції Р = 10, значення суми Gm1(0) на два 
порядки більше Gm1(1) і на чотири - Gm1(2).  Тому при практичних розрахунках 
сумами, Gm1(2)… Gm1(k)  можна знехтувати, а складову Gm1(1) враховувати наближено.  
 Тоді як відношення сум рядів G(m1)(z1)(0) і G(m1)(z1)(1), формули (4.16), (4.17), 
пропорційне кратності модуляції Р,  G(m1)(z1)(0)/G(m1)(z1)(1) ~ P, тому для розрахунку 
доцільно враховувати перші два члени ряду G(m1)(z1)(1). 
 Порівняємо порядок значень сум рядів Gm1(0), G(m1)(z1)(0), G(m1)(z1)(1). Значення 
суми Gm1(0) виражається через значення сум Бесселя нульового порядку, тому 
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відповідно до властивостей функцій Бесселя, вона  може мати ненульове значення 
у всьому діапазоні значень аргументу. Суми G(m1)(z1)(0), G(m1)(z1)(1) виражаються через 
функції Бесселя з порядком, кратним параметру модуляції Р, тому вони мають 
ненульові значення, для аргументів, які перевищують порядок функцій Бесселя. 
Суми G(m1)(z1)(0) і G(m1)(z1)(1) мають найбільше значення, коли різниця їх змінних 
сумування m1 і z1 є мінімальною z1-m1 = 1, оскільки тоді ці суми виражаються через 
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Оцінимо, значення сум (4.20) і (4.21) для глибини модуляції μ = 1, за якого 
значення рядів максимальні для випадку z1-m1 > 1. Значення рядів G(m1)(z1)(0) і 
G(m1)(z1)(1) починають відрізнятись від нуля за умови: 
 1 1( ).P z m    (4.22) 
Нерівність (4.22) для значення кратності модуляції Р = 10 істинна коли z1 + 
m1 ≥ 3; для Р = 20 – z1+m1 ≥ 7; для Р = 30 – z1+m1 ≥ 11. За умови, що різниця 
параметрів z1 і m1 дорівнює одиниці, z1-m1 = 1, абсолютні значення параметрів є 
такими: Р = 10, z1 = 2, m1 = 1; P = 20, z1 = 4, m1 = 3; P = 30, z1 = 6, m1 = 5. Оскільки 
значення функцій Бесселя не перевищує одиниці, верхня межа суми рядів не 
перевищує: 
- Р = 10: G(m1)(z1)(0) ≤ 1/(2P2); G(m1)(z1)(1) ≤ -1/(2P3); 
- Р = 20: G(m1)(z1)(0) ≤ 1/(108P2); G(m1)(z1)(1) ≤ -1/(108P3); 
131 
 
- Р = 30: G(m1)(z1)(0) ≤ 1/(750P2); G(m1)(z1)(1) ≤ -1/(750P3). 
Порівнюючи отримані верхні межі сум рядів сумою ряду Gm1(0), за умови        
m1 = 1, можна зробити висновок, що їх значення співвимірні лише для параметра 
кратності модуляції P = 10. Для більших значень параметра Р, ці суми можна не 
враховувати, або враховувати наближено. 
 Якщо різниця параметрів z1-m1 = 2, значення функцій Бесселя істотно 
відрізняються від нуля у випадках, коли z1+m1 ≥ 6; для Р = 20 – z1+m1 ≥ 14; для Р = 
30 – z1+m1 ≥ 20, тобто при значеннях Р = 10, z1 = 4, m1 = 2; P = 20, z1 = 8, m1 = 6; P = 
30, z1 = 11, m1 = 9. Оцінку сум рядів наведено нижче: 
- Р = 10: G(m1)(z1)(0) ≤ 1/(32P2); G(m1)(z1)(1) ≤ -1/(32P3); 
- Р = 20: G(m1)(z1)(0) ≤ 1/(1728P2); G(m1)(z1)(1) ≤ -1/(1728P3); 
- Р = 30: G(m1)(z1)(0) ≤ 1/(8019P2); G(m1)(z1)(1) ≤ -1/(8019P3). 
Порівнюючи отримані значення, можна зробити висновок, що суми з 
різницею параметрів сумування більше одиниці, z1-m1 > 1, можна не враховувати. 
Тому для значень модуляції Р > 20 найбільший вклад у результат має сума Gm1(0) 
(4.14). Сума Gm1(1) (4.15) може враховуватись наближено для додаткового 
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Для досягнення похибки 1 % у нескінченному ряді формули (4.25) достатньо 
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 (4.27) 
 Оскільки в формулі немає операторів сумування, трудомісткість її 
розрахунків значно скоротиться. Аналогічно можна вивести формулу для 
коефіцієнта гармонік за умови використання фільтра другого [168] і вищих 
порядків. 
 4.1.2. Оцінка похибки та трудомісткості розрахунку коефіцієнта 
гармонік  
Оцінимо відносну похибку δ розрахунку коефіцієнта гармонік KГ за 
формулою (4.27) у порівняні з формулою (4.3). Аналіз похибок проводиться у 
діапазоні глибини модуляції μ = 0.1..1, для значення коефіцієнта гармонік KГ = 
0.01..0.3, та значень кратності модуляції Р = 20, 50, 100, 200. Графіки відносної 
похибки δ у просторі двох змінних KГ і μ для значень Р = 20, 50, 100, 200 наведено 







Рис. 4.2. Графіки відносної похибки δ у просторі двох змінних KГ і μ для значень: 
а) Р = 20; б) Р = 50; в) Р = 100; г) Р = 200 
 
Згідно з даними, наведеними на рис. 4.2, навіть при параметрі модуляції Р = 
20 для типових значень глибини модуляції μ = 0.1..1 і коефіцієнта гармонік KГ = 
0.01..0.3 відносна похибка не перевищує δ < 0.6 %. При збільшенні кратності 
модуляції максимальна відносна похибка зменшується, наприклад для Р = 200 
відносна похибка δ < 0.3 %, що свідчить про достатню точність розрахунку 
коефіцієнта гармонік за формулою (4.27). 
Оцінимо кількість математичних операцій для розрахунку коефіцієнта 
гармонік за формулою (4.27): множення і ділення – 21; додавання і віднімання – 5; 
взяття кореня – 2. 
Тепер оцінимо трудомісткість розрахунку коефіцієнта гармонік за звичайною 














  (4.28) 
де Uф – діюче значення напруги після фільтра, Uф1 - діюче значення напруги першої 
гармоніки після фільтра. 
Для розрахунку діючого значення напруги Uф використовується масив 












   (4.29) 
Розмір масиву N визначається згідно з теоремою Котельникова [169] і має 
складати мінімум 2Р, Nmin = 2P. Однак, для досягнення необхідного значення 
точності, кількість має бути мінімум на порядок більшою  Nnom = 20P. 
Для розрахунку першої гармоніки Uф1 доцільно використовувати ряд Фур’є 
однієї змінної. Коефіцієнти a1 і b1, що відповідають косинусній і синусній 
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Діюче значення першої гармоніки розраховується за формулою: 
 
2 2
1 1 1 .фU a b   (4.32) 
Отже сумарна кількість операцій, необхідних для розрахунку коефіцієнта 
гармонік KГ за формулою (4.28) з урахуванням формул (4.29)-(4.32), складає: 
множення і ділення – 40Р+5; додавання і віднімання – 40Р+2; взяття кореня – 2. 
Порівнюючи трудомісткість розрахунку коефіцієнта гармонік за формулами 
(4.27) і (4.28), можна зробити висновок про значне зменшення трудомісткості на 
основі отриманої формули, особливо для великих значень кратності модуляції. 
Співвідношення між сумарною кількістю операцій за звичайною формулою і 











  (4.33) 
Зменшення трудомісткості досягається вже при значенні Р = 1, а при Р = 100, 
кількість математичних операцій зменшується в Rel = 308 разів, що значно зменшує 
вимоги для обчислювального ядра системи керування при розрахунках у 
реальному масштабі часу. 
Однак, безпосереднє використання формули (4.37) дає можливість лише 
оцінити значення коефіцієнта гармонік. Тоді як на практиці доцільніше задавати 
бажане значення параметра якості електроенергії і досягати його шляхом 
регулювання параметра кратності модуляції Р, для чого необхідно сформулювати 
принцип керування за значенням параметра якості електроенергії та синтезувати 
систему керування на його основі.  
4.1.3. Синтез системи керування кратністю модуляції Р за значенням 
коефіцієнта гармонік 
Як правило, система керування інвертором з вихідною синусоїдальною 
напругою стабілізує діюче значення вихідної напруги без контролю значення 
параметрів якості. Якщо ж забезпечити регулювання кратності модуляції P, то на 
основі рівняння (4.27), також можливо стабілізувати значення параметра якості 
електроенергії, в даному випадку коефіцієнта гармонік. 
Для цього у формулу (4.27) необхідно підставити бажане значення 
коефіцієнта гармонік і з отриманого рівняння виразити кратність модуляції Р, після 
чого отримаємо квадратне рівняння: 
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 Формула для розрахунку кратності модуляції (4.35) дозволяє реалізувати 
принцип керування за значенням параметрів якості електроенергії як задавальної 
дії. Цей принцип реалізовано для синтезу системи керування в середовищі MatLab 
Simulink® [171] для мостової схеми інвертора, показаної на рис. 4.3. 
 
Рис. 4.3. Simulink модель мостової схеми інвертора 
 
Силова частина моделі інвертора складається з транзисторів VT1-VT4, 
індуктивного фільтра з індуктивністю L та навантаження на основі блока змінного 
резистора Var_Res, значення якого задається блоком Resistance. Значення з блоку 
Resistance також подається на вхід системи керування інвертором Control system. У 
цьому блоці на основі значення опору навантаження з блоку  Resistance 
розраховується кратність модуляції напруги і формується відповідний ШІМ сигнал 
керування транзисторами інвертора. 




Рис. 4.4. Часові діаграми роботи системи керування кратністю модуляції: а) 
часова діаграма зміни опору навантаження R; б) часова діаграма зміни кратності 
модуляції P; в) часова діаграма напруги навантаження u; г) часова діаграма 
коефіцієнта гармонік KГ 
 
З часових діаграм, наведених на рис. 4.4, можна зробити висновок, що 
система керування одразу після зміни опору навантаження R змінює значення 
кратності модуляції Р для забезпечення стабільного значення коефіцієнта гармонік. 
Однак на наступному періоді напруги мережі коефіцієнт гармонік дещо 
збільшується через виникнення перехідного процесу, але вже через період знову 
стабілізується на бажаному рівні – в даному випадку на значенні KГ = 5 %, для чого 
кратність модуляції змінювалась в діапазоні Р = 32..324. Тому отриманий принцип 
керування для режимів роботи інвертора у режимі з максимальним навантаженням 
дозволяє зменшити динамічні втрати інвертора на порядок. 
4.2. Однофазний інвертор з гальванічною розв’язкою із покращеними 
масогабаритними показниками 
Інвертори з гальванічною розв’язкою та вихідною синусоїдальною напругою, 
як правило, працюють на частоті вихідної напруги [172]. У цьому випадку на виході 
інвертора формується імпульсна напруга, модульована за законом ШІМ, після чого 
напруга подається на низькочастотний (НЧ) фільтр, який придушує високочастотні 
гармоніки, і відфільтрована напруга подається на вхід мережевого трансформатора. 
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Недоліком описаної топології, рис. 4.5, а, є значні габарити мережевого 
трансформатора та інвертора в цілому.  
Для зменшення габаритів трансформатора доцільно забезпечити передавання 
енергії на проміжній підвищеній частоті. У цьому випадку низькочастотний фільтр 
встановлюється безпосередньо перед навантаженням. Хоча така топологія 
потребує встановлення додаткової ланки перетворення енергії, її сумарні габарити 
є значно меншими [173, 174]. Структурна схема однієї з топологій, що дозволяє 
















Рис. 4.5. Топології інверторів з синусоїдальною напругою: а) з мережевим 
трансформатором, б) з високочастотним трансформатором 
 
Зрозуміло, що для формування високочастотної напруги на вході 
трансформатора необхідно  передавати енергію на проміжній підвищеній частоті, 
для чого доцільно використовувати спеціалізовані закони модуляції, що 
мінімізують наявність низькочастотних складових, які підмагнічують 
трансформатор. Якщо взяти як базовий тип модуляції ШІМ, то при інвертуванні 
полярності кожного другого імпульсу модуляції, отримується напруга, зображена 







Рис. 4.6. ШІМ напруга з інвертуванням полярності кожного другого імпульсу а) і 
її спектр б) 
 
Як видно з діаграми спектра, зображеної на рис. 4.6, б, ненульові гармоніки 
модульованої напруги сконцентровані в околі проміжної частоти та правіше неї, а 
значення першої гармоніки близьке до нуля, що дозволяє зменшити габарити 
трансформатора при роботі на проміжній підвищеній частоті.  
Через неоднакові ширини імпульсів напруги трансформатор переважно 
перемагнічується по частинній петлі гістерезису, тому його потужність 
використовується не повністю [175]. У випадку використання ЧІМ з постійною 
140 
 
тривалістю імпульсу ti = const трансформатор перемагнічується по граничній петлі 
гістерезису, що мінімізує його габарити. За умови використання запропонованого 
типу модуляції кількість імпульсів на одному періоді модулюючої напруги Р 
залежить від вихідної потужності та коефіцієнта гармонік і може змінюватись з 
часом, що передбачає використання програмних методів модуляції з динамічною 
зміною параметрів [176-181]. 
Для аналізу особливостей формування напруги за законом ЧІМ розглянемо 
спрощену принципову схему силової частини інвертора та часові діаграми його 




Рис. 4.7. Схема інвертора з гальванічною розв’язкою а) та часові діаграми його 
роботи: б) напруга на вході трансформатора; в) напруга на виході активного 




Згідно з рис. 4.7, а і б постійна вхідна напруга інвертується мостовим 
інвертором на транзисторах VT1-VT4 і перетворюється на біполярну напругу u1, 
рис. 4.7, б, модульовану за законом ЧІМ з постійною тривалістю імпульсу ti = const. 
Ця напруга передається через трансформатор TV і випрямляється на виході, 
напруга u2, рис. 4.7, в. Після згладжування фільтром утворюється напруга u3 
близька до синусоїдальної, рис. 4.7, г [182-185].   
Проаналізуємо спектр напруги на вході трансформатора і на виході фільтра. 
Використання узагальненого ряду Фур’є для вирішення цієї задачі містить крок 
перетворення змінної часу t* = f(t), після застосування якого модульований сигнал 
має постійне значення кратності модуляції P* = const. Розглянемо принцип 
формування двополярної ЧІМ та виведемо закон перетворення змінної часу t* = f(t) 
для цього закону модуляції. 
4.2.1. Закон перетворення змінної часу  
Закон перетворення змінної часи полягає у знаходженні такої функціональної 
залежності між реальною змінною часу t і новою t*, t* = f(t), що в просторі нової 
змінної часу t* базовий сигнал перетвориться на сигнал із заданими властивостями. 
Найпростіший вираз для базового сигналу досягається для другого роду модуляції, 
ШІМ-ІІ. Отримання модуляції типу ЧІМ з інвертуванням кожного другого імпульсу 
з базової модуляції ШІМ-ІІ здійснюється у два кроки: 
- застосування до отриманої модульованої напруги перетворення змінної часу 
t* = f(t); 
- інвертування полярності кожного другого імпульсу модульованої напруги. 
Первинна форма напруги, модульована за законом ШІМ-ІІ, та напруга після 
перетворення змінної часу показані на рис. 4.8, а і б відповідно, модульована 
напруга після інвертування полярності кожного другого імпульсу показана на рис. 




Рис. 4.8.  Ілюстрація до формування ЧІМ сигналу: а) базовий сигнал з модуляцією 
ШІМ-ІІ; б) ЧІМ сигнал; в) ЧІМ сигнал з інвертуванням полярності кожного 
другого імпульсу 
 
За умови переходу до ЧІМ, тривалість імпульсу є постійною ti = const, а 
довжина періода носійної функції Ti* за умови синусоїдальної модулюючої функції 

















де ωМ – кутова частота модулюючої функції. 
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 Приріст змінної часу Δt* на кожному наступному періоді носійної 
визначається тривалістю періода Ti*. За умови переходу до змінної Δx2*, вираз (4.36) 













   (4.37) 
Тривалість імпульсу Δx2i* є постійною, Δx2i* = const, і пропорційна приросту 
періоду ШІМ базового сигналу Δx2: 
 *2 2 ,ix C x   (4.38) 
де С – константа. 
Підставивши вираз (4.38) у (4.37), отримаємо: 









   (4.39) 
Для достатньо великої кратності модуляції Р можна вважати, що зміна 
аргументу модулюючої функції на кожному наступному періоді носійної функції 
змінюється несуттєво, тобто Δx2 → 0, Δx2* → 0. У цьому випадку вираз (4.39) можна 
перетворити на диференційне рівняння: 
 * *2 2 2sin( ) .x dx Cdx  (4.40) 
Проінтегрувавши обидві частини диференційного рівняння (4.40), 
отримаємо: 
 *2 2 1cos( ) ,x Cx C    (4.41) 
де С1 – стала інтегрування. 
Сталі інтегрування C і C1 розраховуються з використанням початкових умов 
x2*(0) = 0, x2*(π/2) = π/2: С1 = -1, С = -2С1 / π=2 / π.  
Підставивши розраховані значення сталих інтегрування C і C1 у рівняння 
(4.41) і виразивши змінну x2* через x2, отримаємо:  
 *2 2(1 2 / ).x arccos x    (4.42) 
Зворотна залежність є такою: 
 *2 2(1 cos( )) / 2.x x    (4.43) 
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Вираз (4.42) дає можливість розрахувати тривалість імпульсу ЧІМ. Для цього 
використовується значення тривалості імпульсу ШІМ в точці π/2 відносно змінної 
х1: 
 1 ( / 2) 2 .ix     (4.44) 
Знаючи тривалість імпульсу по координаті x1, значення тривалості по 












       
  
 (4.45) 
Отже тривалість імпульсу ЧІМ на всьому періоді модулюючої функції складає 
x1i* = 4μ. Використаємо узагальнений ряд Фур’є для розрахунку спектра 
однополярної ЧІМ напруги після перетворення змінної часу t* = f(t). 
4.2.2. Спектр однополярної ЧІМ 
Спектральні складові C(m1)(m2)+ однополярної ЧІМ утворюються з формули 
спектральних складових C(m1)(m2)*  базового сигналу ШІМ-ІІ. 
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     (4.46) 
де γ – коефіцієнт заповнення імпульсів. 
Коефіцієнт заповнення імпульсів γ(x2) розраховується з використанням 
формули перетворення змінної x2*, x2* = f(x2), (4.42):  
 *2 2 2 2( ) sin( ( )) sin( (1 2 / )).x x x arccos x          (4.47) 
Після підстановки виразу (4.47) у формулу (4.46) отримаємо:  
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При переході до однополярної ЧІМ ширина імпульсів на кожному періоді 
носійної функції є постійною і розраховується за формулою (4.47). Зміщення 
імпульсів ЧІМ здійснюється по двом змінним x1 і x2. По змінній x2 на кут φx2 =        
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(x2*( x2) - x2) і по змінній x1 на кут φx1 = P x2*( x2) - x2). Виведення формул аналітичних 
виразів спектральних компонент однополярної ЧІМ C+(m1)(m2), з урахуванням 
властивостей поліномів Чебишева [186, 187], наведено у додатку Г, нижче наведено 
остаточні вирази: 
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   
де Tn – поліном Чебишева першого роду порядку n [186, 187]. 
Напруга з однополярною ЧІМ і його спектр зі значенням параметрів Р = 20, 
μ = 0.9, A = 1 показано на рис. 4.9, а і б відповідно. 
 
 а) б) 
Рис. 4.9. Напруга з однополярною ЧІМ а) та її спектр б)  
 
У порівнянні з ШІМ-ІІ напругою, спектр ЧІМ дещо більше «розмазаний» в 
області проміжної частоти, тому для отримання необхідного значення коефіцієнта 
гармонік, вихідний фільтр повинен мати меншу частоту зрізу. Тепер розглянемо 




4.2.3. Спектр ЧІМ з інвертуванням полярності кожного другого імпульсу 
Спектр ЧІМ з інвертуванням кожного другого імпульсу розраховується на 
основі базового модульованого сигналу з ШІМ-ІІ, наведеного на рис. 4.10, а. У 
базовому сигналі інвертується полярність кожного другого імпульсу, рис 4.10, б. 
Далі цей сигнал розкладається на два модульованих сигнали, наведених на рис. 
4.10, в і г. Ці сигнали мають вдвічі меншу кратність модуляції Р* = Р / 2 при такій 
же залежності модулюючої функції x2* = x2. Тому значення змінної х1* зменшується 
в два рази, х1* = Р* x2* = Р x2 / 2, також зменшується значення параметра глибини 
модуляції μ* =  μ / 2. Далі до цих сигналів застосовується закон перетворення 
змінної часу t* = f(t). Розглянемо особливості модуляції сигналів, наведених на рис. 
4.10, в і рис. 4.10, г. 
Сигнал, зображений рис. 4.10, в, на першій половині періода, x2* = 0..π, 
модулюється відносно точок x1* = π/2 + 2πm, на другій половині періода, x2* = π..2π 
– x1* = 3π/2 + 2πm. Відмінність модульованого сигналу? зображеного на рис. 4.10, г 
у порівнянні з рис. 4.10, в полягає у тому, що на першій половині періода, x2* = 0..π, 
сигнал модулюється відносно точок x1* = 3π/2 + 2πm, на другій половині періода, 
x2* = π..2π – x1* = π/2 + 2πm. 
Формули для розрахунку спектральних складових першого модульованого 
сигналу С(m1)(m2)1 є такими: 
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Рис. 4.10. Ілюстрація до розрахунку спектра ЧІМ з інвертуванням кожного 
другого імпульсу напруги: а) базовий ШІМ-ІІ сигнал; б) ШІМ-ІІ сигнал з 
інвертуванням кожного другого імпульсу; в) і г) однополярні модульовані 





Після усунення невизначеності у формулі (4.51) при m1 = 0, спектральна 
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Формули для розрахунку спектральних складових другого модульованого 
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Спектр напруги з двополярною модуляцією є сумою спектрів двох сигналів: 
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Вираз (4.55) не дорівнює нулю за умови парних m2, m2 = 2k і непарних m1, m1 
= 2k +1: 
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Сигнал з ЧІМ з інвертуванням полярності кожного другого імпульсу і його 
спектр зі значенням параметрів Р = 20, μ = 0.9, A = 1 показано на рис. 4.11, а і б 
відповідно. 
 
   а)        б) 
Рис. 4.11. Сигнал ЧІМ з інвертуванням полярності кожного другого імпульсу: а) в 
часовій області, б) в частотній області  
 
Як видно з рис. 4.11, б спектральна характеристика ЧІМ з інвертуванням 
полярності кожного другого імпульсу має максимальні значення на частоті 
носійної функції. 
4.2.4. Аналіз режимів роботи ЧІМ інвертора з гальванічною розв’язкою   
Основною перевагою роботи інвертора з гальванічною розв’язкою з ЧІМ є 
зменшення ширини імпульсу напруги у порівнянні з максимальною шириною 
імпульсу ШІМ при тій же кратності модуляції Р, що дозволяє у стільки ж разів 
зменшити потужність трансформатора [188].  
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Ступінь зменшення габаритів трансформатора G розраховується на основі 
формули (3.15) через співвідношення приростів диференціалів аргументів x2* ШІМ 
і ЧІМ x2 у точці x2 = π/2, що відповідає максимальній ширині імпульсу ШІМ. 
 2
1 2 2 1 2*
2
( sin( / 2) 1) ( 1).
dx
G c c x c c
dx
        (4.57) 
Оскільки коефіцієнти с1 і с2 залежать від глибини модуляції μ, значення 
параметра G є змінним параметром, функція якого наведена на рис. 4.12. 
 
Рис. 4.12. Залежність параметра G від глибини модуляції μ 
 
На основі отриманої залежності можна зробити висновок, що істотний 
виграш в потужності трансформатора G = 1.25..3 досягається при μ > 0.5. Зрозуміло, 
що фільтрування ЧІМ напруги при тій же кратності модуляції потребує більших 
габаритів вихідного фільтра і сумарні масогабаритні показники перетворювача 
зменшаться не так істотно. Оцінка якості напруги на виході фільтра з ЧІМ зроблена 




Рис. 4.13. Модель інвертора з гальванічною розв’язкою в MatLab Simulink® 
 
У моделі, зображеній на рис. 4.13, транзистори VT1-VT4 використовуються 
для формування ЧІМ напруги з інвертуванням полярності кожного другого 
імпульсу, рис. 4.11, а, яка подається на вхід трансформатора TV. На виході 
трансформатора встановлено активний випрямляч на двопровідних ключах S1, S2, 
який формує однополярну ЧІМ напругу, рис. 4.9, а, ключ S3 виконує роль 
нульового діода. Після згладження дроселем L на навантаженні формується 
близька до синусоїдальної напруга. Як навантаження використовується блок 
змінного опору Var_Res.  
Для оцінки впливу запропонованого метода модуляції на параметри якості 
вихідної напруги використаємо формулу для розрахунку кратності модуляції Р 
(4.35), отриману для ШІМ, і порівняємо отримане значення коефіцієнта гармонік в 
моделі, зображеній на  рис. 4.13 з випадком ШІМ. Часові діаграми роботи зміни 
опору навантаження R, кратності модуляції Р, вихідної напруги u та коефіцієнта 
гармонік KГ показано на рис. 4.14, а-г відповідно. 
152 
 
Рис. 4.14. Часові діаграми роботи системи керування кратністю модуляції для 
інвертора з ЧІМ: а) часова діаграма зміни опору навантаження R; б) часова 
діаграма зміни кратності модуляції P; в) часова діаграма напруги навантаження u; 
г) часова діаграма коефіцієнта гармонік KГ 
 
Відповідно до даних наведених на рис. 4.14 можна зробити висновок, що 
значення коефіцієнта гармонік збільшилось більше ніж вдвічі і знаходиться в 
межах KГ = 0.1...0.12. Для зменшення коефіцієнта гармонік доцільно збільшувати 
індуктивність дроселя фільтра. Якщо зменшення маси трансформатора для 
інвертора з ЧІМ є суттєвішим, ніж збільшення маси дроселя, то перетворювач 
доцільно використовувати на практиці. Внаслідок експериментів встановлено, що 
при грубому допущені, що потужність трансформатора і індуктивність дроселя 
пропорційні їх масі mTP і mL відповідно, перетворювач доцільно використовувати, 
якщо сумарна маса трансформатора і дроселя при ЧІМ mTP_ЧІМ + mL_ЧІМ менша за 
сумарну масу при ШІМ mTP_ШІМ + mL_ШІМ, mTP_ЧІМ + mL_ЧІМ < mTP_ШІМ + mL_ШІМ. Оцінка 
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ефективності  використання ЧІМ для зменшення маси магнітних елементів 
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На рис. 4.15 наведено сімейство залежностей показника Сlm від глибини 
модуляції ЧІМ μ та співвідношення маси фільтра до маси трансформатора gL = 
mL_ЧІМ / mTP_ЧІМ. 
 
Рис. 4.15. Залежність показника Сlm від глибини модуляції ЧІМ μ 
 
З аналізу рис. 4.15 можна зробити висновок, що використання ЧІМ з 
інвертуванням кожного другого імпульсу доцільно при gL ≤ 1. За умови, що gL = 1 
сумарна маса дроселя та трансформатора стає меншою у порівнянні з ШІМ при 
глибині модуляції μ > 0.85, коли значення параметра Сlm стає меншим за одиницю, 
Сlm < 1 та у граничному випадку зменшується на 60 %. Якщо ж gL = 0.25, зменшення 
маси перетворювача спостерігається для будь-якого значення глибини модуляції μ 
та у граничному випадку зменшується на 70 %. 
Висновки до розділу 4 
1. Розроблено принцип керування за значенням параметрів якості 
електроенергії, представлених у згорнутому параметричному виді, що дозволяє на 
декілька порядків зменшити обсяг математичних операцій та дає можливість 
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реалізувати принцип регулювання значень параметрів якості електроенергії у 
системах керування напівпровідниковими перетворювачами у реальному масштабі 
часу. 
2. Розроблений принцип керування однофазним інвертором за значенням 
коефіцієнта гармонік підтвердив зменшення обсягу математичних операцій 
мінімум на два порядки при похибці розрахунків не вище 1 %, зменшення на 
порядок обсягу динамічних втрат завдяки зменшенню значення параметра 
кратності модуляції при максимальних навантаженнях, що підтверджено 
моделюванням у середовищі MatLab Simulink®. 
3. Запропоновано використовувати метод модуляції ЧІМ з інвертуванням 
полярності кожного другого імпульсу, описаний в базисі ряду Фур’є двох змінних, 
та доведено зменшення масогабаритних параметрів перетворювача із 
забезпеченням необхідного значення коефіцієнта гармонік вихідної напруги при 
глибині модуляції, що перевищує значення 0.85 при рівності мас трансформатора 
та фільтра, та зменшення масогабаритних показників перетворювача у всьому 
діапазоні значень глибини модуляції максимум втричі, при співвідношенні мас 




РОЗДІЛ 5. ВИЯВЛЕННЯ ІНТЕРГАРМОНІК ІЗ ЗАСТОСУВАННЯМ 
УЗАГАЛЬНЕНОГО РЯДУ ФУР’Є  
 
5.1. Особливості розрахунку інтергармонічних складових 
Як показано у розділі 2, утворення інтергармонік спричинено модуляцією 
параметрів напруги u(2πf·t), з частотою f, збурюючими факторами yзб1(2πfзб1·t), 
yзб2(2πfзб2·t)… yзб(М-2)(2πfзб(M-2)·t) з частотами відповідно fзб1, fзб2… fзб(М-1), які не кратні 
частоті f. Якщо перейти до змінних x1-xM, де змінна x1 = ωНt є аргументом носійної 
функції yН, yН = f(x1), змінна x2 = ωMt – модулюючої функції yМ, yМ = f(x2), змінні x3= 
ωзб1t ,.., xM = ωзб(М-2)t – аргументами збурюючих факторів, що утворюють 
інтергармонічні складові yзб(1).. yзб(M-2), yзб(1) = f(x3),.., yзб(M-2) = f(xM), то кратності 
модуляції носійної функції Р та збурюючих факторів Р3-РM розраховуються 
наступним чином: Р = x1/x2, P3 = x3/x2,…, PM = xM /x2. При такому формулюванні 
інтергармоніки в системі виникають, якщо хоча б один параметр кратності 
модуляції  Р, Р3-РM є дробовим числом.  
Розглянемо загальну ситуацію, коли всі кратності модуляції є дробовими, Р 
= a/b, Р3 = a3/b3,…, РM = aM/bM, де а, а3..аМ – чисельник дробових частин кратностей 
модуляцій Р, Р3-РM відповідно, b, b3..bМ – знаменник дробових частин кратностей 
модуляцій Р, Р3-РM відповідно. У цьому випадку для розрахунку інтергармонік 
потрібно задати нові  змінні аргументів x1+, x2+,…, xM+, що визначаються таким 
чином: x1+ = V∙x1, x2+ = V∙x2,…, xM+ = V∙xM, де V – найменше спільне кратне чисел b, 
b3..bМ: 
 V = Lcm(b, b3..bМ). (5.1) 
Тому при визначенні інтергармонік необхідно використовувати спектральні 
компоненти С(m1)(m2)..(mM)+, розраховані відносно нових аргументів x1+, x2+,…, xM+. 
Розглянемо відмінності розрахунку спектральних компонент С(m1)(m2)..(mM) і 
С(m1)(m2)..(mM)+ на простому прикладі розрахунку спектральних компонент функції y, 
що є добутком трьох незалежних функцій y1, y2, y3 в просторі трьох змінних x1, x2, 
x3:   
 y(x1, x2, x3)= y1(x1)·y2(x2)·y3(x3). (5.2) 
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Аналітичний вираз трьох функцій задається наступною системою рівнянь: 
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 (5.3) 
де і відповідає номеру функції yi та аргументу xi. 
Спочатку розглянемо випадок, коли кратності модуляції Р = x1/x2 і Р3 = x3/x2 
є цілими числами. У цьому випадку спектральні компоненти С(m1)(m2)(m3) 
розраховуються за формулами: 
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Аналізуючи вираз спектральної компоненти C(m1)(m2)(m3) в (5.4), можна зробити 
висновок, що спектральні компоненти мають ненульові значення тільки для 
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де k – номер гармоніки. 
При розрахунку спектра слід мати на увазі, що при парних або непарних 
значеннях обох кратностей модуляції Р і Р3, спектр сигналу містить лише непарні 
гармоніки, а якщо один з параметрів має парне значення, а інший непарне   
значення – спектр містить лише парні гармоніки. 
Сигнал, відновлений за розрахованим спектром, з параметрами Р = 6, P3 = 16, 
A1 = A2 = A3 = 1, γ1 = γ2 = γ3 = 0.5 показано на рис. 5.1, а, на рис. 5.1, б – еталонний 
сигнал.  
 
Рис. 5.1. Розрахований а) та еталонний б) сигнали  
 
У результаті порівняння розрахованого і еталонного сигналів можна зробити 
висновок, що за виключенням високочастотних спотворень, відомих як ефект 
Гіббса [189, 190],  в розрахованому сигналі, їх форма подібна. 
Розглянемо випадок дробових значень кратності модуляції, що є причиною 
виникнення інтергармонік. Нехай відоме число V, розраховане за формулою (5.1), 
що показує скільки періодів модулюючої функції yM міститься на новому періоді 
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визначення спектра. У новому просторі змінних x1+, x2+,…, xM+ формула для 
розрахунку спектральних компонент С(m1)(m2)..(mM)+ зміниться лише для змінної x2+, 
оскільки на періоді [0;2π] вкладається V періодів модулюючої функції. Розрахунок 
спектральних компонент для розглянутого прикладу для дробових кратностей 
модуляції є таким: 
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Вираз для розрахунку спектральних компонент С(m1)(m2)(m3)+ (5.7) і стандартна 
формула для цілих значень кратності модуляції (5.4) відрізняється лише межами 
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 (5.8) 
Формулу для розрахунку спектра на основі спектральних компонент 
С(m1)(m2)(m3)+ наведено нижче: 
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    (5.9) 
Відновлений сигнал, за спектром описаним на основі формул (5.8), (5.9) та 
його еталон для випадку Р = 10/3, P3 = 8, A1 = A2 = A3 = 1, γ1 = γ2 = γ3 = 0.9 показано 




Рис. 5.2. Розрахований а) та еталонний б) сигнали з інтергармоніками  
 
Розрахунок спектра з інтергармоніками за формулами (5.8) і (5.9), показаний 
на рис. 5.2, а, відрізняється від режиму без інтергармонік згідно з формулами (5.5) 
і (5.6) тим, що у режимі з без інтергармонік спектр розраховується на одному період 
модулюючої функції, тобто змінна x2 змінюється в діапазоні x2 ∈ [0;2π], тобто V = 
1, тоді як в режимі з інтергармоніками x2 ∈ [0;2π·V], V > 1. 
Розрахунок інтергармонік має певні особливості залежно від типу збурень, 
що їх утворюють, і способів модуляції змінної напруги. Тому особливості 
розрахунку інтергармонік більш детально проаналізовано для типових випадків:   
1) утворення інтергармонік напруги мережі змінного струму внаслідок під’єднання 
імпульсних параметричних навантажень; 2) утворення низькочастотних 
інтергармонік у високочастотному трансформаторі через наявність пульсації 






5.2. Мережа змінного струму з імпульсним параметричним 
навантаженням 
Збільшення кількості імпульсних нелінійних споживачів промислової мережі 
змінного струму спричинило погіршення параметрів якості електроенергії. Тому 
актуальною є задача з розробки методів аналізу впливу збурюючих факторів, що 
разом з напругою мережі, можуть утворювати інтергармоніки. Використання 
існуючих чисельних методів [61, 69, 70] для вирішення цієї задачі є доволі 
трудомістким, тому для зменшення кількості математичних операцій можуть 
використовуватись ймовірнісні методи [191, 192], що дозволяє розрахувати 
значення інтергармонік у декількох режимах та інтерполювати отримані значення 
на весь діапазон значень параметрів, що разом зі зменшенням трудомісткості 
призводить до збільшення похибки розрахунків. 
Суттєво зменшити обсяг розрахунків без втрати точності дозволяють 
аналітичні методи. Використання ряду Фур’є декількох змінних дає такі переваги: 
- опис моделі сигналу одразу в частотній області; 
- розрахунок інтергармонічного складу напруги з мінімальною кількістю 
розрахунків;  
- мінімізація похибки. 
5.2.1. Модель мережі змінного струму 
Як правило, джерелом вищих гармонік та інтергармонік струму є споживачі 
Споживач(1).. Споживач(d), що, внаслідок наявності ненульового внутрішнього 
опору мережі Z, спричинюють появу вищих гармонік та інтергармонік напруги у 
точці A їх приєднання. Схему заміщення мережі з іспоживачами показано рис. 5.3. 
 




Діюче значення напруги мережі в точці під’єднання A, EA визначається як 
різниця напруги мережі на виході генератора E та напруги на внутрішньому опорі 
Z, UZ:  
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 (5.10) 
де Icust(d) – діюче значення струму споживача d. 
Для розрахунку спотворення напруги в точці під’єднання споживачів у 
часовій області eA(t) доцільно використовувати інтеграл Дюамеля [143]: 
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де e(t) – напруга мережі на виході генератора, uZ(t) – падіння напруги на опорі Z, 
icust(d)(t) – миттєве значення струму споживача d,  h(t) – реакція напруги на опорі Z 
на одиничний стрибок струму. 
Найчастіше вихідний опір напруги мережі Z має активно-індуктивний 
характер. Реакція напруги на одиничний стрибок струму є такою: 
 ( ) ( ),h t R L t    (5.12) 
де L, R – значення індуктивності та активного опору внутрішнього опору, δ – 
дельта-функція. 
Розглянемо типові профілі струмів з інтергармоніками, що формуються 
імпульсними параметричними навантаженнями. 
5.2.1. Профілі струмів з інтергармоніками імпульсних параметричних 
навантажень 
Споживачі з інтергармоніками можна розділити на такі групи [193]:  
1. Система змінного струму, що працює на частоті fint, що відрізняється від 
частоти мережі f1. Як правило така система змінного струму під’єднується до 
заданої через ланку постійного струму. Такими системами можуть бути дві системи 
електроживлення з’єднаними через вставку постійного струму [193], двигуни 
змінного струму, під’єднані через електропривод до мережі змінного струму. 
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де Iint(k) – амплітуда гармоніки струму k, φk – фаза гармоніки k.  
Відповідно до формули (5.12), напруга на внутрішньому опорі uZ(t) для 
заданого у формулі (5.13) струму дорівнює: 
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2. Параметричні навантаження: зварювальні апарати, лазерні принтери, опір 
яких Rint змінюється за законом: 
 0 ( , ),int intR R f t f    (5.15) 
де f – функція модуляції опору з частотою fint. 
У роботі аналізуються дві функціональні залежності параметричного 
навантаження, що призводять: 
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 (5.16) 
де tr і tf – передній і задній фронти струму, відповідно, Ron – імпульсне 
навантаження, γ1 – відносна тривалість періода, під час якого імпульсне 
навантаження під’єднано до мережі. 
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де вираз G0·t описує провідність навантаження, що плавно змінюється з часом, γ2 – 
відносна тривалість періода, що відповідає наростанню струму. 
Зміна напруги на внутрішньому опорі джерела через протікання струму, 
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 (5.19) 
Внаслідок взаємодії процесів з частотами fint(k) і f1 утворюються 
інтергармоніки. Розглянемо переваги використання узагальненого ряду Фур’є 
декількох змінних для їх аналізу. 
5.2.2. Спектральні компоненти збурень напруги мережі  
При використанні узагальненого ряду Фур’є декількох змінних для опису 
впливу збурень на форму напруги мережі, здійснюється множення форми напруги 
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мережі на описані в моделі спотворення напруги (5.14), (5.18), (5.19), тому перед їх 
записом їх потрібно пронормувати відносно амплітудного значення напруги 
мережі e(t):  
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  (5.23) 
Запишемо загальний вираз напруги з інтергармонічними збуреннями (5.21)-
(5.23)  на основі узагальненого ряду Фур’є у просторі 4 змінних: х1 – змінна, що є 
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де V – найменше спільне кратне співвідношень P2 = x2/x1, .., PM = xM/x1: 
 2( ;...; ).MV Lcm P P  (5.25) 
 Проінтегрувавши окремі інтеграли в формулі (5.24), отримаємо: 
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На основі отриманих значень інтегралів (5.26)-(5.29) та значень параметрів V, 
P2-P4 розраховується спектр досліджуваного сигналу. 
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   (5.32) 
На основі формули (5.32) отримано вплив кожного збурення на напругу 
мережі в точці під’єднання споживачів eA(t). Вплив збурень отримано для таких 
значень параметрів мережі e(t) = 311·sin(2π·50t), L = 100 мкГн, R = 1 Ом. 
Збурення мережі мають такі параметри: 
- збурення, викликане споживанням струму іншої частоти: fint(1) = 100/3 Гц,    
V = 3, φ = 0 з амплітудою Iint = 30 A, рис. 5.4, а; 
- збурення, викликане імпульсним навантаженням Ron = 0.01 Ом, що 
підключається до мережі з частотою fint(2) = 350/3 Гц, V = 3, та параметрами φr =       
φf = 0.1π, γ1 = 0.1, рис. 5.4, б; 
- збурення, викликане навантаженням з плавною зміною провідності з 
параметрами G0 = 100 См/c, що змінюється періодично з частотою fint(3) = 650/3 Гц, 
V = 3 та γ2 = 0.7, рис. 5.4, в. 
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Сумарний вплив всіх наведених збурень на напругу мережі в точці 
під’єднання споживачів та її спектр, розрахований за формулою (5.32), показано на 
рис. 5.4, г і 5.5 відповідно.  
Як показано на рис 5.4, г сумарна напруга eA є добутком напруги мережі е і 
збурень, зображених на рис. 5.4, а-в. На рис. 5.5 амплітуда гармоніки, що відповідає 
частоті мережі має номер k = V. Гармоніки з номером k не кратні V, k ≠ V, є 
інтергармоніками. При зміні параметрів збурень розрахунок спектра напруги 
мережі є значно ефективнішим, ніж за умови використання ряду Фур’є однієї 




Рис. 5.4. Вплив збурень на форму напруги мережі: а) збурення, викликане 
споживанням струму іншої частоти; б) збурення, викликане імпульсним 
навантаженням Ron; в) збурення, викликане навантаженням з плавною зміною 




Рис. 5.5. Спектр напруги мережі 
 
5.2.3. Аналіз зменшення трудомісткості розрахунків у порівнянні з рядом 
Фур’є однієї змінної 
Використання узагальненого ряду Фур’є декількох змінних при розрахунку 
спектру напруги з врахуванням збурень має ряд якісних переваг у порівнянні з 
рядом Фур’є однієї змінної: 
- отримання спектру безпосередньо, без необхідності формування сигналів 
збурень у часовій області; 
- проста процедура перерахунку спектру при зміні частоти одного із 
збурюючих факторів; 
- виокремлення впливу параметрів кожного збурюючого фактора на спектр 
напруги з можливістю його подальшого аналізу в аналітичній формі.  
Однією з найсуттєвіших переваг є значне зменшення кількості математичних 
операцій при розрахунку окремих гармонік спектра, що дає можливість 






Проаналізуємо зменшення кількості операцій при розрахунку напруги 
мережі для розглянутих збурень. Для розрахунку N гармонік на основі ряду Фур’є 
М змінних, необхідно розрахувати: 
 ,MMN M N     (5.33) 
значень інтегралів inti. Після цього відповідно до формули (5.32) значення окремих 
гармонік розраховується простим множенням розрахованих компонент inti. Тому 
загалом складність розрахунку спектра на основі узагальненого ряду Фур’є 
декількох змінних прямує до теоретичної межі мінімально можливої складності 
алгоритму розрахунку спектра О(N), що значно менше ніж у ШПФ О(Nlog(N)). 
Розрахунок значення окремої гармоніки або групи гармонік відповідно до формули 
(5.33) має складність О(N1/M), що також значно менше ніж у ДПФ - О(N). За умови 
перерахунку спектра при зміні частини параметрів, розрахунок спектра додатково 
пришвидшується за рахунок того, що частина складових inti не потребує 
перерахунку. Тому використання узагальненого ряду Фур’є на практиці значно 
прискорить розрахунок спектра, так і окремих його гармонік у системах керування, 
що працюють у реальному масштабі часу. 
5.3. Низькочастотні інтергармоніки в однофазному інверторі з 
гальванічною розв’язкою 
Найбільший вплив на підмагнічування трансформатора мають низькочастотні 
інтергармоніки, частота яких fint є нижчою частоти першої гармоніки f1, що 
передається через трансформатор, f1 > fint [195-197]. В АС-DC перетворювачах з 
гальванічною розв’язкою однією з причин виникнення інтергармонік є взаємодія 
пульсації випрямленої напруги, що має подвійну частоту мережі 2fg, та проміжної 
частоти роботи перетворювача fi. 
Проаналізуємо принцип появи інтергармонік в однофазному AC-DC 
перетворювачі з гальванічною розв’язкою залежно від пульсації напруги в ланці 






5.3.1. Модель процесів в AC-DC перетворювачі 
Структура типового AC-DC перетворювача з гальванічною розв’язкою 
показана на рис. 5.6.  
 
Рис. 5.6.  Структура типового AC-DC перетворювача. 
 
Внаслідок пульсації напруги в ланці постійного струму на конденсаторі С, 
напруга на вході трансформатора, сформована інвертором, може містити 
низькочастотні гармоніки, що підмагнічують трансформатор.  
Для аналізу інтергармонік розглянемо моделі процесів, що впливають на їх 
утворення, - випрямленої напруги мережевим випрямлячем і напруги, сформованої 
інвертором. 
Напруга на конденсаторі С ланки постійного струму по кутовій координаті x2 
= ω2t, де ω2 – кутова частота напруги мережі, t – час, характеризується кутом 2θ, 
протягом якого діоди мережевого випрямляча проводять струм, та кутом відсічки 
δ при якому діоди вхідного випрямляча закриваються [198, 199], як показано на 
рис. 5.7.  
 




На інтервалах [-(2θ-δ) +π·k; δ+π·k), де k – ціле число, напруга на конденсаторі 
С повторює модуль напруги мережі uC = |ug|, тоді як на інтервалі [δ+π·k; -(2θ-δ) 
+π·(k-1)), напруга на конденсаторі С змінюється за законом: 
 2 2/2( ) ( ) ,
x
C Cu x u e
     (5.34) 
де τ = R·C – стала часу  електричного ланцюга, що складається з перерахованого до 
первинної обмотки трансформатора навантаження R і ємності С. 
Кути δ і 2θ розраховуються за формулами [14]: 
 1 1 ;arctg
CR CR
      
 (5.35) 
 2 2 .   (5.36) 
Інвертор працює на проміжній частоті ω1. У випадку нерегульованого AC-DC 
перетворювача коефіцієнт заповнення імпульсів γ є постійним, γ = const. У системі 
із замкненим зворотним зв’язком, параметр γ є функцією вхідної напруги і опору 
навантаження, γ = f(uC, R).   
Розглянемо закон зміни параметра γ при постійному навантаженні, R = const. 
Нехай номінальному середньому значенню напруги на вході інвертора Uin_nom 
відповідає номінальне значення коефіцієнта заповнення γnom. Тоді середнє значення 
випрямленої вихідної напруги інвертора Uout_nom визначається за регулювальною 
характеристикою:   
 _ _ ,out nom nom in nomU n U     (5.37) 
де n – коефіцієнт трансформації трансформатора. 
У випадку відхилення значення вхідної напруги на ΔUin, Uin = Uin_nom + ΔUin, 
на основі ідеальної регулювальної характеристики інвертора (5.37), параметр γ 
розраховується за формулою [200]: 
 _ _
_ _
in nom in nom in
nom nom
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  (5.39) 
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де Ugm – максимальне значення напруги мережі. 
З урахуванням того, що відхилення напруги ΔUin є різницею напруги на 
конденсаторі С, uC і середнього значення напруги Uin_nom, ΔUin = uC - Uin_nom, 








      
 
 (5.40) 
Зважаючи на пульсацію напруги на конденсаторі С, амплітудне значення 
змінної напруги на вході трансформатора також весь час змінюватиметься. 
5.3.2. Розрахунок спектра напруги інвертора  
Напруга на вході трансформатора інвертора формується на основі 
випрямленої напруги, що описана у просторі аргументу х2, і вихідної напруги 
інвертора, що залежить від змінної х1. Отже для опису напруги на вході 
трансформатора доцільно використовувати ряд Фур’є двох змінних. 
Спектральна компонента C(m1)(m2) розраховується за формулою [201]: 
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Завдяки симетрії підінтегральних виразів за змінними x1 і x2, вираз (5.41) 







1 1 2 2 2 1 1
( )( ) 2 22
(2 )
(2 )2 2 2 2
1 1 1








jm x x jm x jm x
g
e e
C u x e dx
e dx u e e dx e dx
 
 
   
    
 










Відповідно до формули (5.42) спектральні компоненти С(m1)(m2) мають 
ненульові значення для непарних m1, і парних m2: 
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У результаті підстановки функції напруги мережі ug = Ugmcos(x2) та 
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Для початкових даних δ = π / 20, P = 20, γ = 0.5 на рис. 5.8, а показано спектр 
напруги на трансформаторі uTR, на рис. 5.8, б – відновлену часову залежність 
напруги.  
 
 а) б) 
Рис. 5.8. Напруга на вході трансформатора інвертора: а) спектр; б) відновлена 
часова залежність напруги  
 
З аналізу спектральної характеристики, зображеної на рис. 5.8, а, можна 
зробити висновок, що  найбільше значення має гармоніка, номер якої збігається зі 
значенням кратності модуляції k = P = 20, значення гармонік з меншими номерами 
швидко спадають до нуля. Тому гармоніки з номером k < 20 на перемагнічування 
осердя впливають неістотно. Напруга на вході трансформатора, зображена на рис. 
5.8, б, є добутком випрямленої напруги і комутувальної функції транзисторів 
інвертора, що працюють у режимі з постійним заповненням імпульсів γnom [202]. 





  (5.47) 
період модульованого сигналу Т в b разів більший періода модулюючого сигналу Т2: 
 T = T1·b, (5.48) 
а еквівалентне значення кратності модуляції Р+ дорівнює: 
 P+ = P·b. (5.49) 
Для цього випадку розрахунок спектральних компонент С+(m1)(m2) дещо 
відрізняється від формули (5.41), оскільки по іншому задається кутова частота 
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Після врахування симетрії підінтегральних функцій за змінною x1 вираз 
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Відповідно до формули (5.51) інтеграл по змінній x2 має ненульові значення 
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Спектр напруги для випадку P = 13 + 1/3, γ = 0.8,  δ = π / 7 показано на рис. 
5.9, а, залежність напруги в часовій області – на рис. 5.9, б.  
 
 а) б) 
Рис. 5.9. Напруга на вході трансформатора інвертора з інтергармоніками:             
а) спектр; б) відновлена часова залежність напруги  
 
 З аналізу спектра, рис. 5.9, а, та формули (5.52) можна зробити висновок, що 
при частоті роботи інвертора, що мінімум на порядок вище ніж частота напруги 
мережі, суттєвий вплив низькочастотних інтергармонік на роботу трансформатора 
відсутній. Він може проявлятись тільки за умови невеликих значень параметра Р. 
Розглянемо два випадки невеликих значень Р = 3/2 і Р = 4/3, коли параметр а, 
формула (5.47), є непарним і парним відповідно. Для випадку γ = 0.3,  δ = π / 7, 
спектр напруги для яких зображено на рис. 5.10, а і б відповідно. 
 
а) б) 




Для випадку Р = 3/2 у спектрі присутні лише непарні гармоніки, основна 
гармоніка k = P* = 2P = 3 має найбільше значення. Низькочастотна інтергармоніка 
з номером k = 1 має амплітуду, що складає 5 % від основної. Орієнтовно такі ж 
значення мають інтергармоніки з номерами 5 і 7. Їх сумарний вплив є доволі 
суттєвим і сумарно зменшує потужність трансформатора на 10 %. Для випадку Р = 
4/3 у спектрі присутні як парні так і непарні інтергармоніки, а також постійна 
складова, (С0 = 0.5 %, С1 = 5 %, С2 = 2 %, С3 = 0.7 %)  тому їх сумарний вплив разом 
з високочастотними інтергармоніками з номерами k = 5..11 на перемагнічування є 
суттєвішим, ніж у попередньому випадку і може призводити до підмагнічування 
трансформатора та зменшення його еквівалентної потужності орієнтовно до 20 %. 
Тобто при дробових кратностях модуляції, що не перевищують 10, Р < 10, для 
зменшення негативного впливу інтергармонік на трансформатор рекомендовано 
обирати значення Р з непарним значенням параметра а. 
Аналогічно розраховуються спектральні компоненти C(m1)(m2) напруги на 
вході трансформатора зі зворотним зв’язком. Аналітичний вираз спектральних 
компонент для цього випадку наведено у додатку Г. 
Загалом, розрахунок аналітичного виразу для спектральних компонент і 
формули для розрахунку амплітуд гармонік для системи зі зворотним зв’язком є 
аналогічними системі без зворотного зв’язку.  
5.4. Інтергармоніки в перетворювачі частотно-регульованого 
електроприводу асинхронного двигуна 
Асинхронний двигун як різконелінійне навантаження, у якому електро-
магнітна енергія перетворюється у механічну в широкому діапазоні робочих 
частот, може бути джерелом інтергармонік, що спричинюють його нагрівання, 
вібрацію, погіршують стабільність роботи [203-206]. Для аналізу причин 






5.4.1. Модель системи електроживлення електропривода асинхронного 
двигуна 
Електропривод асинхронного двигуна зазвичай живиться від трифазної 
напруги 3х380 В, 50 Гц. До його складу входить трифазний мостовий некерований 
випрямляч, ємнісний фільтр і трифазний мостовий інвертор [207-210].  
За умови використання спеціалізованих методів модуляції – векторної ШІМ 
або ШІМ з передмодуляцією третьою гармонікою діюче значення напруги на 
виході електропривода також досягає 380 В, що дозволяє максимально 
використовувати момент двигуна.   
Через пульсації випрямленої напруги, частота яких становить fП = 300 Гц, в 
трифазній напрузі електропривода виникають інтергармоніки, частота і значення 
яких залежать від частоти напруги, що формується інвертором. Для дослідження 
параметрів інтергармонік визначимо форму напруги на конденсаторі фільтра. 
Модель для визначення напруги на конденсаторі фільтра показано на рис. 5.11 [211, 
212]. 
 
Рис. 5.11. Модель для визначення напруги на конденсаторі фільтра 
 
Вхідна ланка електропривода складається з трифазної системи напруг eA, eB, 
eC, трифазного випрямляча на діодах VD1-VD6, конденсатора С ланки постійного 
струму та джерела струму J(t), сила струму якого відповідає вхідному струму трьох 
фаз інвертора. Оскільки високочастотна складова струму фаз електропривода 
майже повністю усувається фільтром, вхідний струм електропривода можна 
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 (5.54) 
де fr – частота обертання двигуна, Im – амплітуда струму фази двигуна.  
Розкривши модуль у виразі (5.54), отримаємо: 
 ( ) 2 cos(2 / 6),( 1) / 3 2 / 3, 1,2,3,4,5,6,m r rJ t I f t n f t n n           (5.55) 
тобто струм, що споживається електроприводом, знаходиться в межах J(t) ϵ [√3Im; 
2Im] і має пульсацію біля 6.7 %. Оскільки частота пульсації випрямленої напруги   
fp = 6fg загалом не співпадає з частотою пульсації струму електропривода fс = 6fr, 
період напруги на конденсаторі TUc розраховується як найменше спільне кратне 
періодів пульсацій, TUc = Lcm(Tp; Tс). Тому вираз для напруги на конденсаторі 
безпосередньо можна записати лише для випадку, коли вона співпадає з напругою 
мережі:   
 3 3 1 3 2( ) cos(( ) / 6), ,c mu x U x x      (5.56) 
де x3 =  2πfpt, φ1, φ2 – кути, що визначають інтервал відкритого стану вентилів 
випрямляча. 
Значення кута φ1 також визначає коефіцієнт пульсації випрямленої напруги 
KП: 
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  (5.57) 
Залежність напруги на інтервалі φ2 ≤ φ < 2π + φ1,  розраховується з 
диференційного рівняння 






     (5.58) 
де x2 =  2πfrt,  φ0 – початкова фаза струму відносно випрямленої напруги.  
Вираз для опису струму електропривода (5.54) є кусково неперервним. 
Зважаючи на це, для коректного рішення диференційного рівняння доцільно задати 
вираз для розрахунку струму у формі, дійсній для всьго діапазону значень 
аргументу, для якого шукається розв’язок: 
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що дозволяє коректно задати форму струму на довільному інтервалі. 
Для розрахунку кута φ2, при якому закриваються вентилі випрямляча, 









    
 
 (5.60) 
Значення параметра φ0 при розрахунку інтергармонік можна розглядати як 
накопичення різниці фаз між двома величинами – частотою пульсації випрямленої 
напруги і частотою обертання двигуна відносно змінної x2: 
 0 2 2 2,x x P    (5.61) 
де P2 –кратність частоти пульсації напруги мережі відносно частоти обертання 
двигуна, P2 = x3 / x2. 
Аналітичний вираз напруги на інтервалі φ2 ≤ φ < 2π + φ1 є розв’язком 
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 (5.62) 
Наведені формули використовують для розрахунку інтергармонік на основі 
узагальненого ряду Фур’є для довільного співвідношення частоти мережі і частоти 
обертання двигуна. 
5.4.2. Розрахунок спектральних компонент узагальненого ряду Фур’є 
Згідно з розглянутою моделлю електропривода, інтергармоніки струму 
електропривода утворюються внаслідок взаємодії трьох процесів: пульсації 
випрямленої і відфільтрованої напруги з частотою fp, пульсації сумарного струму 
електропривода з частотою fс та носійної функції модуляції струмів фаз 
електропривода з частотою fН. Тому для визначення інтергармонік, що виникають 
181 
 
в системі, доцільно використовувати три змінні, М = 3, в ряді Фур’є, а саме x1 = 
2πfH, x2 =  2πfrt, x3 = 2πfpt. В цьому випадку вираз для розрахунку спектральних 
компонент С(m1)(m2)(m3) за умовою модуляції напруги однополярною ШІМ з 
передмодуляцією третьою гармонікою дорівнює (див. табл. 2.4): 
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де x2/ - зафіксоване значення змінної x2 на початку кожного наступного періода.   
При розрахунку спектра напруги фази при заданому співвідношенні частот 
ШІМ напруги мережі та електропривода, у формулі (5.63) підставляються 
відповідні значення кратностей модуляції P = x1 / x2 для ШІМ та P3 = x3 / x2 з 
урахуванням фазового зміщення фаз B і С відносно фази А. Сумарне значення 
гармоніки напруги фази А двигуна з номером k, СA0(k) визначається з формули [202]: 
 0( ) ( ) ( ) ( )
2 1
( ),
3 3A k A k B k C k
C C C C    (5.64) 
де CA(k), CB(k), CC(k) – значення гармонік з номером k відповідних фаз інвертора. 
Для випадку співвідношень кратностей модуляцій P = 30, P3 = 5/3 , глибини 
модуляції μ = 0.5, спектр модульованої напруги фази двигуна, розрахований за 
формулами (5.54)-(5.64) показано на рис. 5.12, для випрямленої напруги без 
пульсацій (ідеальний фільтр), що показані чорним кольором, та з коефіцієнтом 
пульсації напруги KП = 6.7 % (відсутність фільтра), що спричинило появу 
інтергармонік, показаних сірим кольором.  
Для випадку P3 = 5/3, «основні гармоніки», кратні частоті обертання двигуна, 
мають номери кратні трьом, k = 3, 9, 15, 2l+1, гармоніка, що задає частоту обертання 
двигуна k = 3. Непарні гармоніки, не кратні трьом, є інтергармоніками, що утворені 





Рис. 5.12. Спектр модульованої напруги фази двигуна  
 
Зрозуміло, що на практиці коефіцієнт пульсації напруги і, як наслідок, 
значення інтергармонік є значно меншими, однак навіть вони можуть спричинити 
значне підмагнічування двигуна. Тому доцільно проаналізувати кількісні 
показники негативного впливу інтергармонік залежно від значення параметра P3 та 
ємності фільтра випрямляча [210], які описуються у просторі декількох змінних, 
оскільки співвідношення між частотами напруги мережі, ШІМ і частоти обертання 
двигуна можуть бути довільними, в тому числі дробовими.  
5.4.3. Аналіз впливу інтергармонік на асинхронний двигун 
Інтергармоніки створюють додаткове підмагнічування магнітопровода 
асинхронного двигуна, що зменшує його вихідну потужність та спричинює 
додаткові втрати. На відміну від вищих гармонік, спричинених модуляцією 
напруги, інтергармоніки, викликані пульсацією випрямленої напруги, можуть мати 
нижчу або того ж порядку частоту, що і основна гармоніка, та не 
придушуватимуться фільтром. Тому інтергармоніки можуть істотно 
підмагнічувати асинхронний двигун, що оцінюються за допомогою коефіцієнта 





















де n1 – номер основної гармоніки, Сі(k) – діюче значення інтергармоніки з номером 
k, Imax – номінальне діюче значення струму фази двигуна.  
Ділення на номер інтергармоніки k в формулі (5.65) відображає збільшення 
ефекту намагнічування сталі двигуна зі зменшенням частоти інтергармоніки. 
Кількість інтергармонік q, які впливають на підмагнічування двигуна, визначається 
залежно від частоти зрізу фільтра fзр, що зазвичай обирається так, щоб група вищих 
гармонік що утворюється навколо гармоніки з номером n1·P була повністю 
придушена. Тому частоту зрізу фільтра задають з умови fзр ≈ n1·P / 2. Ця оцінка 
частоти зрізу використана для оцінки кількості інтергармонік q 
 q = [fзр / f1], (5.66)  
де f1 – частота першої інтергармоніки. 
 Як правило кратність модуляції Р обирається такою, щоб частота ШІМ була 
рівною або перевищувала 20 кГц для усунення акустичних шумів, які може чути 
людина, тому частоту зрізу фільтра доцільно обрати на рівні 10 кГц, fзр = 10 кГц.  
Коефіцієнт підмагнічування В (5.65) розраховується для різного рівня 
пульсації випрямленої напруги KП, починаючи з максимального значення KПmax = 
6.7 %, до мінімального значення KПmin = 0 %. Розрахунки коефіцієнта B проводяться 
для глибин модуляції μ в діапазоні [0.1;1] з кроком Δμ = 0.1, для частот обертання 
двигуна fc в діапазоні [1 Гц;100 Гц] з кроком Δf = 1 Гц.  
Залежність коефіцієнта В від коефіцієнта пульсації KП та частоти обертання 
двигуна fc для глибини модуляції μ = 1 показано на рис. 5.13, а, на рис 5.13, б 








Рис. 5.13. Залежність коефіцієнта B: a) від коефіцієнта пульсації KП і частоти 
обертання двигуна fc; b) значення коефіцієнта B для випадку KП = 6.7% 
 
Як видно з графіків, наведені на рис. 5.13 найбільше значення коефіцієнт В 
має для частоти обертання з найбільшим кратним періодом fcmax = 97 Гц, для якої  
В = 0.007. 
Перевірка розрахованих параметрів здійснена на основі моделі, створеної в 
середовищі MatLab Simulink®, що зображена на рис. 5.14. Модель складається з 
моделей випрямляча на діодах VD1-VD6, ємнісного фільтра на конденсаторі С та 
трифазного інвертора на транзисторах VT1-VT6. Система керування трифазним 
інвертором на основі джерел опорної напруги Ima, Imb, Imc, що містять третю 
гармоніку, формує ШІМ сигнал керування транзисторами інвертора. 
 




На рис. 5.15, а показано типову діаграму струму фази інвертора, що містить 
інтергармоніки, та його спектр для випадку частоти обертання електроприводу fc = 
33 Гц, рис. 5.15, б. У цьому випадку період, на якому розраховується спектр, 
визначається як найменше спільне кратне періодів пульсації випрямленої напруги 
і періода обертання електропривода: TLcm = Lcm(TC, Tp) = 1/3. Тому номер основної 





Рис. 5.15. Типова часова діаграма струму фази інвертора а) та його спектр б) 
 
Через присутність у спектрі струму інтергармонік з номерами k = 39, k = 61 
струм фаз двигуна має спотворену форму, що погіршує режим роботи двигуна та 
створює додаткове підмагнічування.  
На основі моделі Simulink було перевірено коректність розрахунку спектра 
струму за допомогою узагальненого ряду Фур’є, формули (5.63), (5.64). У 
результаті порівняння розрахунків, виявлено, що похибка результатів, отриманих 
на основі ряду Фур’є не перевищує 5 %. 
5.4.4. Аналіз інтергармонічних складових електропривода 
Через складність процесів у електроприводі значення інтергармонік у 
попередньому параграфі розраховано у чисельному виді. Однак, для пошуку 
режимів роботи електропривода, в яких підмагнічування суттєво впливає на його 
роботу, доцільно представити спектр в аналітичній формі, що можливо зробити 
лише при спрощені моделі процесів у ньому, що не суттєво впливають на 
розрахунок інтергармонік. Проведемо оцінку інтергармонічних складових спектра, 
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для чого використано простіший метод модуляції – однополярну ШІМ-ІІ та режим 
з максимальною вхідною пульсацією напруги, що досягається за відсутності 
вхідного ємнісного фільтра. Такі спрощення загалом дають можливість отримати 
верхню оцінку значень інтергармонік для довільного співвідношення частоти 
електропривода та напруги мережі. Для цього випадку випрямлена напруга мережі 
задається рівнянням (5.56), де φ1 = -π, φ2 = π. Спектральні компоненти C(m1)(m2)(m3) 
розраховуються за формулою: 
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З врахуванням непарності підінтегрального виразу (5.67) за змінною x2, його 
можна спростити до виду: 
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Після інтегрування вираз (5.68) зводиться до виду: 
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Форма напруги на виході плеча мостового інвертора для випадку Р = 20, Р3 = 




Рис. 5.16. Форма напруги на вході фази асинхронного двигуна а) та її спектр б) 
 
Пульсації випрямленої напруги, зображені на рис. 5.16, а, спричинюють 
збільшення значення низькочастотних гармонік з номером k = 5 і вище, що 
погіршує режим роботи двигуна.  
У випадку дробового значення хоча б одного з параметрів кратності 
модуляції P, P3 з’являються інтергармоніки і відповідно до формули (5.1) 
розраховується найменше спільне кратне V та кратності модуляції Р+, Р3+ на періоді 
визначення спектра: 
 P+ = V·P; (5.70) 
 P3+ = V·P3. (5.71) 
Спектральні компоненти C(m1)(m2)(m3)+ для режиму з інтергармоніками 
розраховуються за формулою: 
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У формулі (5.72) у порівнянні з формулою (5.68) змінились лише межі 
інтегрування за змінною х2 та додалась операція сумування. У результаті 
інтегрування формули, отримано результат: 
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При порівнянні формул (5.73) з формулами (5.68а) і (5.59) можна зробити 
висновок, що їх єдиною відмінністю є поява множника V у індексі за змінною х2. 
Формула для розрахунку гармоніки з номером 2k – 1 є такою: 
 
1 1 3 3 3
1 3
2 1 1 3 3( )(2 1 )( )
,2 1 ,k m k m P m P m
m m
C C k m P m P lV 
 
  
   
 
      (5.74) 
де l – непарне число. 
Формула (5.74) використана для розрахунку спектра модульованої напруги з 
параметрами Р = 6.4, Р3 = 4.4, μ = 0.8, Um = 300 В. Форма напруги на виході плеча 
мостового інвертора та її спектр показані на рис. 5.17, а та б відповідно.  
Як видно з рис. 5.17, а кратність модуляції Р на 1, 3, 5 періодах складає шість, 
Р = 6, а на 2, 4 – Р = 7, що є результатом дробового значення кратності модуляції  
Р = 6.4, що разом з пульсацією напруги створюють інтергармонічні спотворення. У 
спектрі, зображеному на рис. 5.17, б, перша гармоніка модулюючої функції 
відповідає номеру гармоніки k = 5, всі інші гармоніки, що мають значення істотно 
відмінні від нуля, є інтергармоніками, оскільки їх значення не кратні п’яти, а саме 









Рис. 5.17. Форма напруги а) та спектр модульованої напруги з 
інтергармоніками б)  
 
Для розрахунку напруги фази А двигуна використовується формула (5.64), 







Рис. 5.18. Форма напруги фази А двигуна а) та її спектр б) 
 
Спектр напруги фази, рис. 5.18, б відрізняється від спектра напруги плеча 
інвертора, рис. 5.17, б, тим що гармоніки кратні 3·V (15, 45, 75 і т.д.) дорівнюють 
нулю. Для оцінки параметрів якості струму фаз двигуна та мережі з урахуванням 
інтергармонік та виявлення найбільш несприятливих режимів роботи 
проаналізуємо значення параметрів якості електроенергії з урахуванням 
інтергармонік. 
5.4.5. Параметри якості струму фаз двигуна з урахуванням 
інтергармонік 
Низькочастотні інтергармоніки на відміну від вищих гармонік, причиною 
виникнення яких є модуляція напруги, не усуваються індуктивністю фаз двигуна, 
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оскільки їх частота має той же порядок, що і перша гармоніка струму. Тому їх 
негативний вплив на двигун не може бути усунутий у звичний спосіб – 
встановленням додаткових фільтрів.  
Параметри якості електроенергії, що використовуються у дослідженні для 
кількісної оцінки впливу інтергармонік на двигун, є такими: 
- коефіцієнт підмагнічування В, розрахований за формулою (5.65); 














де Λ – множина низькочастотних гармонік, включно з інтергармоніками, Y1 – діюче 
значення першої гармоніки, Yk – діюче значення низькочастотних гармонік. 
Значення параметра THDlf показує до якого граничного значення можуть бути 
зменшені нелінійні спотворення струму, за умови використання фільтра. 
Значення параметрів В і THDlf залежать від параметрів модуляції: Р, Р3, μ і 
при певних комбінаціях значень параметрів модуляції, значення параметрів якості 
електроенергії можуть мати критично несприятливі значення. Тому є доцільним:  
- вивести формули розрахунку параметрів В і THDlf як функції параметрів 
модуляції; 
- проаналізувати комбінації параметрів модуляції, що призводять до 
критично несприятливих значень параметрів В і THDlf; 
- запропонувати способи покращення параметрів В і THDlf. 
Зрозуміло, що найгірші значення параметрів В і THDlf спостерігаються при 
менших значеннях параметрів кратності модуляції Р і Р3. Зважаючи на те, що малі 
значення Р і Р3  не використовується на практиці, при подальшому аналізі доцільно 
обмежити значення цих параметрів знизу. Оскільки частота пульсації fП 
випрямленої напруги промислової частот 50 Гц складає, fП = 300 Гц, частота 
носійної функції трифазної напруги fН, як правило, перевищує 20 кГц, а частота 
обертання двигуна fM знаходиться в діапазоні 0..100 Гц, можна зробити висновок, 
що P3 ≥ 3, P ≥ 200, тобто P3 << P. 
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При розрахунку параметрів варто враховувати лише низькочастотні 
гармоніки та інтергармоніки, які не придушуються фільтром. Оскільки фільтри 
налаштовані на вищі гармоніки з частотою близькою до значення носійної частоти 
fН, номер гармоніки якої дорівнює P∙V, номери інтергармонік ki, що необхідно 
враховувати при розрахунку В і THDlf доцільно обмежити діапазоном ki ∈ [1;	P∙V/2]. 
Перед розрахунком параметрів В і THDlf проаналізуємо значення параметрів 
m1, m2, m3 у формулах (5.73), (5.74). З аналізу цих формул можна зробити висновок, 
що при збільшенні модуля значення параметра m3 значення спектральних 
компонент C(m1)(m2)(m3)+  дуже швидко спадає до нуля. Тому доцільним є врахування 
інтергармонік з невеликими значеннями параметра m3. З іншого боку при 
розрахунку спектра за формулою (5.74), номер гармоніки розраховується із 
співвідношення: 
 1 2 3 3 .ik m P m V m P
     (5.76) 
Згідно з формулою (5.76) основною причиною різкого збільшення значення 
параметра m3 при ki ∈ [1;	P∙V/2] є зростання по модулю параметра m1. Наприклад 
при ki = 1, P3+ = 3, P+ = 200, V = 3, m2=1, маємо: при  m1 = 0, m3 ≈ -1; при m1 = 1, m3 
≈ -67; при m1 = 2, m3 = -134, що підтверджує наведене твердження. З наведеного 
аналізу можна зробити висновок, що за умови P3 << P, спектральні складові 
C(m1)(m2)(m3)* мають значення істотно відмінні від нуля лише для випадку m1 = 0. Для 
цього випадку спектральні компоненти розраховуються за формулою (5.73). 
Відповідно до формул (5.73) та (5.74) для гармоніки з номером 2ki - 1, 
значення параметра  m3 може мати два значення, що розраховуються з таких 
формул: 
 3 3 32 1 , ;ik V m P m N
     (5.77) 
 3 3 32 1 , .ik V m P m N
      (5.78) 
При підстановці значень m3 	1, 2..l, з рівнянь (5.77) і (5.78) розраховуються 
номери ненульових низькочастотних гармонік. На основі розглянутих міркувань та 
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Послідовність аналітичних перетворень виразів параметрів В і THDlf (5.79) і 
(5.80) для отримання значень цих параметрів у згорнутій аналітичній формі 
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 (5.83) 
Слід зазначити, що мінімальне значення THDlfmin відповідає умові, що 
параметр кратності модуляції Р3 є кратним числу 3, Р3 = 3k, k ∈ N, тобто коли 
інтергармонік не виникає. Максимальне значення THDlfmax відповідає випадку        
Р3 = 1.5 + 3k, тобто у режимах з інтергармоніками. 
Для визначення екстремума параметра В, знайдемо похідну виразу (5.83). 
Оскільки рівняння є трансцендентним, аналітично корені не розраховуються. 
Нижче наведено перші декілька значень коренів, що відповідають умові Р3 >3:  
- мінімуми функції В: P3 = 3.200 → B = 6.020·10-3; P3 = 6.085→B = 2.807·10-3; 
P3 = 9.054 → B = 1.840·10-3; 
- максимуми функції В: P3 = 4.112 → B = 6.980·10-3; P3 = 7.300 →         
B = 3.877·10-3; P3 = 10.363 → B = 2.716·10-3. 




Рис. 5.19. Функціональна залежність параметра В від параметра кратності 
модуляції Р3 
 
З аналізу рис. 5.19 можна зробити висновок, що коефіцієнт підмагнічування 
В дуже швидко спадає до нуля зі збільшенням кратності модуляції Р3. Значення 
параметра В на порядок менше ніж ТHDlf, що свідчить про невеликі значення 
інтергармонік, з частотою, меншою за частоту основної гармоніки. Тому ефект від 
намагнічування асинхронного двигуна інтергармоніками є незначним.  
Перевіримо отримані значення на основі Simulink моделі, зображеної на рис. 
5.14 з використанням синусоїдальної ШІМ. Перевірка параметра ТHDlf 
здійснювалась при μ = 0.5, P = 200 і значення параметра P3, P3 = 3, що відповідає 
мінімальному THDlfmin. На рис. 5.20, а побудовано спектр фазної напруги двигуна 







Рис. 5.20. Спектр напруги а) і струму фази б) для випадку μ = 0.5, P = 200 P3 = 3, 
що відповідають мінімальному THDlfmin 
 
На основі спектра напруги, рис. 5.20, а розраховано значення параметра  
ТHDlf = 0.046, що близьке до теоретичного, розрахованого за формулою (5.81)  
ТHDlf = 0.047. 
Загалом отримані розрахункові співвідношення дають можливість оцінити 
значення коефіцієнта низькочастотних нелінійних спотворень ТHDlf при довільних 
значеннях частоти носійної функції fH і частоти обертання двигуна fM, що дозволяє 
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оцінити мінімально можливі спотворення фазного струму двигуна з урахуванням 
низькочастотних спотворень. Показано, що при певних співвідношеннях параметра 
кратності модуляції Р3, а саме Р3 = 1.5 + 3k, значення параметра ТHDlf має локальні 
максимуми на що потрібно звернути увагу при використанні електропривода з 
урахуванням можливих негативних факторів, спричинених появою 
низькочастотних спотворень струму [213, 214].  
5.4.6 Методика усунення інтергармонік напруги на виході трифазного 
інвертора 
Усунення інтергармонік в фазних струмах двигуна, які виникають внаслідок 
некратності частоти обертання двигуна та частоти пульсації випрямленої напруги, 
що розглянуто в параграфі 5.4.5, можливе за умови модифікації закону модуляції 
фазних напруг.  
Для опису модифікованого закону модуляції розглянемо спотворення, що 
вносяться накладанням пульсації випрямленої напруги uП на постійну складову 
напруги U з утворенням фазної напруги зі спотвореннями uФ*: 
 *( ) ,M П фy U u u   (5.84) 
де yM – модулююча функція. 
Спотворення що вносяться пульсацією: 
 * ,M П ф фy u u u   (5.85) 
повинні бути компенсовані повністю або частково. 
Їх компенсацію доцільно проводити вибірково, використовуючи значення 
спектра фазної напруги uФ*, приклад якої показано 5.15, б. Обравши гармоніки та 
інтергармоніки, які потрібно усунути, формується задавальна дія yМЗ для 
модифікованого модульованого сигналу: 
  2 2
1




y a kx b kx

    (5.86) 
де l – кількість гармонік та інтергармонік, що усувається, ak, bk – амплітуди 
косинусної і синусної складових гармоніки k. 
Також до задавальної дії yМЗ додається коригуюче значення амплітуди першої 
гармоніки, якщо її значення спотворилось у результаті накладання збурень. 
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Задавальна дія модифікованого модульованого сигналу, використовується 
для корекції координат переднього αПi і заднього αЗi фронтів імпульсу ШІМ з 








2 2 2 2
( ) ( ) ;











y x dx U u x dx























(sin( ) sin( 2 ( 1) / )) (cos( ) cos( 2 ( 1) / )) ;
1











МЗ k Зі k Зі
k
y x dx
a k k i P b k k i P
k









         





Підінтегральна функція правої частини рівняння визначається формою 
випрямленої напруги uB: 
 2 2cos( ( / 6)), / (3 ) ( 1) / (3 ),B mu U V x l V x l V        (5.89) 
яка після інтегрування згідно з виразом (5.87), uB = uП + U: 
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          
    
  (5.91) 
Наближення, використанні у формулах (5.90) і (5.91), дозволяють отримати 
результат з похибкою, що не перевищує значення δ < Δα2/2. 
Після підстановки виразів (5.88), (5.90), (5.91) у (5.87) та вирішення 
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Розглянемо випадок придушення інтергармонік модульованої напруги з 
параметрами Р = 20 та Р3= 5.25, μ = 0.8, спектр якої показано на рис. 5.21. Параметр 
V для цього випадку рівний чотирьом, V = 4. Загалом інтергармоніки з найбільшими 
значеннями мають номери, що є комбінаціями гармонік процесів, що мають 
найбільші значення. Як правило це перші ненульові гармоніки процесів, що 
утворюють інтергармоніки. 
 
Рис. 5.21. Спектр модульованої напруги з інтергармоніками 
 
 З аналізу спектра, зображеного на рис 5.21, можна зробити висновок, що 
пульсація випрямленої напруги спричинила появу двох низькочастотних 
інтергармонік з номерами kint1, kint2, що утворились як комбінаційні гармоніки 
першої гармоніки модульованого сигналу з номером V = 4 та першої гармоніки 
випрямленої напруги з номером V∙P3 = 21 з найменшим комбінаційним індексом m 
= 1: kint1 = V∙P3 – V = 17, kint2 = V∙P3 + V = 25, та зменшення амплітуди першої 
гармоніки на 4.7 %. Значення наступних  інтергармонік з модуляційним індексом 
m = 2 з номерами kint3 = V∙P3 – 2V = 13, kint2 = V∙P3 + V = 29 є суттєво меншими, ніж 
інтергармонік з номерами kint1, kint2, тому вони не враховуються у задавальній дії yМЗ 
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(5.86), що показана на рис. 5.22 разом із коригуючим модульованим сигналом Δα 
базового модульованого сигналу. 
 
Рис. 5.22.  Задавальна дія yМЗ та коригуючий модульований сигнал Δα базового 
модульованого сигналу 
 
Після додавання коригуючого модульованого сигналу Δα до базового, 
отриманого за законом ШІМ, отримано модифікований модульований сигнал, 
спектр якого зображено на рис. 5.23. 
 
Рис. 5.23. Спектр модифікованого модульованого сигналу 
 
З аналізу спектра, зображеного на рис. 5.23 можна зробити висновок, що 
амплітуда інтергармоніки з номером kint1 = 17 зменшилась в 9.8 разів, 
інтергармоніки kint2 = 25 – зменшилась в 5.7 разів, похибка формування амплітуди 
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першої гармоніки зменшилась з 4.7 % до 0.4 %. При цьому коефіцієнт 
інтергармонічних спотворень THDlf зменшився зі значення 0.046 до 0.029 тобто на 
37 %.  
Для можливості усунення інтергармонік в контурі системи керування у 
реальному масштабі часу пропонується наступна методика її роботи: 
1. Формування модульованої напруги трифазного інвертора на основі методу 
ШІМ та запис позицій фронтів модуляції в таблицю. 
2. Розрахунок значень першої гармоніки та інтергармонік з комбінаційним 
індексом m = 1 за формулами (5.73) і (5.74).  
3. Якщо значення амплітуд інтергармонік з комбінаційним індексом m = 1 є 
меншим за порогове, закінчення розрахунку інтергармонік, в інакшому випадку 
збільшення значення комбінаційного індексу на одиницю і продовження 
розрахунку інтергармонік, доки їх значення не стане менше порогового. 
4. Формування задавальної дії yМЗ модифікованого модульованого сигналу за 
формулою (5.86). 
5.  Розрахунок коригуючого модульованого сигналу Δα за формулами (5.92) 
і (5.93) та модифікованого модульованого сигналу. 
Пункти 2-5 методики потребують додаткових розрахунків у порівнянні зі 
звичайною методикою формування модульованого сигналу. Оцінимо їх 
трудомісткість: 
- значення першої гармоніки у п.2 розраховується на основі компоненти 
C(0)(V)(0) за формулою (5.73), що потребує 3 операцій множення і ділення. 
- розрахунок кожного значення інтергармоніки потребує 10 операцій 
множення і ділення; 
- формування задавальної дії yМЗ за формулою (5.86) потребує розрахунку 2Pl 
значень функцій  тригонометричних функцій, де l – кількість інтергармонік для 
яких формується коригуючий модулюючий сигнал; 
- розрахунок коригуючого модульованого сигналу Δα за формулами (5.92) і 
(5.93) потребує 10lP операцій множення і ділення, 
тобто загалом 2+10l+12Pl операцій множення і ділення, які виконуються на V 
періодах мережі, тобто протягом десятків мілісекунд. З отриманої трудомісткості 
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методики можна зробити висновок, що алгоритм придушення інтергармонік, 
реалізований на її основі,  може бути виконаний у реальному масштабі часу. 
5.4.7. Методика розрахунку вхідного струму електропривода, спожитого 
від мережі, за струмами фаз двигуна 
Забезпечення ефективної роботи системи електропривода пов’язане не тільки 
з контролем параметрів якості електроенергії, спожитих безпосередньо двигуном, 
а й формою струму, спожитого від мережі [215, 216]. Для цього доцільно розробити 
методику переходу від струму фаз двигуна до струму фаз мережі, що складається з 
декількох кроків. 
На першому кроці розраховується спектр струму фаз двигуна Ck(i) на основі 
спектра напруги фази, формули (5.64) і (5.74) з урахуванням передавальної 
характеристики фільтра, для L фільтра формула розрахунку має вид: 
 2 1( ) 2 1 ,2 (2 1)k i k M
R
C C




де fM – частота обертання двигуна, R – еквівалентне навантаження фази двигуна,       
L – еквівалентна індуктивність фази двигуна. 
На другому кроці розраховують струми фаз двигуна iA, iB, iC у часовій області 
на основі спектральної характеристики, отриманої на основі формули (5.94). 
На третьому кроці знаходиться струм у ланці постійного струму iDC як сума 
фаз струмів двигуна по модулю у просторі змінної x2, що відповідає частоті 
обертання двигуна: 
 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) .DC A B Ci x i x i x i x    (5.95) 
На четвертому кроці струми фаз мережі iAg, iBg, iCg розраховуються як добуток 
струму ланки постійного струму iDC у просторі змінної x2 та відповідної віконної 
функції кожної фази мережі WA, WB, WC, що задає інтервал провідності діодів 
кожної фази. При цьому віконні функції залежать від аргументу x3, WA = f(x3), WB= 
f(x3), WC= f(x3): 
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При використанні формули (5.96) для розрахунків вводиться зв’язок між 
змінними x3 = x2·P3/mП, де mП = 6 – кількість пульсацій випрямленої напруги на 
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період частоти мережі. На рис. 5.24 показано принцип переходу від фазних струмів 
двигуна до струмів фаз мережі: на рис. 5.24, а показано фазні струми двигуна iA, iB, 
iC і струм ланки постійного струму iDC, на рис. 5.24, б, в, г – струми фаз мережі iAg, 
iBg, iCg відповідно. 
 
Рис. 5.24. Часові діаграми: а) струмів фаз двигуна та ланки постійного струму; б) 
струму фази А мережі; в) струму фази В мережі; г) струму фази С мережі 
 
 Отже, в асинхронних двигунах інтергармоніки виникають в основному через 
некратність частоти обертання двигуна та частоти живлячої мережі та 
спотворюють форму фазних напруг двигуна та системи електроживлення. 
Використання узагальненого ряду Фур’є дозволяє ефективно виявляти та 
придушувати інтергармоніки, що значно зменшує спотворення струму, а також 
визначати форму струму мережі за струмом фаз двигуна.  
 
Висновки до розділу 5 
1. Показано, що узагальнений ряд Фур’є декількох змінних дозволяє у 
простий спосіб розраховувати спектр з інтергармонічними компонентами, 
утвореними внаслідок взаємодії довільної кількості процесів з наперед 
невизначеною частотою, що дозволяє значно підвищити ефективність розрахунку 
спектра модульованих сигналів. 
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2. Показано, що при спотворенні напруги мережі змінного струму 
збуреннями, створеними імпульсними навантаженнями, використання 
узагальненого ряду Фур’є суттєво пришвидшує перерахунок спектра при зміні 
параметрів збурень, при цьому складність алгоритму розрахунку спектра 
наближається до мінімально можливої кількості операцій О(N), а розрахунок групи 
гармонік О(N1/М), що набагато швидше у порівнянні з алгоритмом швидкого 
перетворення Фур’є і дає можливість використовувати його у системах керування 
у реальному масштабі часу. 
3. Виявлено, що при аналізі одного з найпростіших випадків появи 
інтергармонічних складових у AC-DC перетворювачі, вплив інтергармонік має 
суттєвий вплив на підмагнічування трансформатора лише при невеликих 
кратностях модуляції і може досягати 20 % від вихідної потужності, при цьому 
підмагнічування трансформатора є меншим при непарному значенні чисельника 
параметра кратності модуляції. 
4. Встановлено, що для забезпечення необхідних параметрів якості 
електроенергії – коефіцієнта низькочастотних нелінійних спотворень THDlf та 
коефіцієнта підмагнічування В, при живленні регульованого електроприводу 
асинхронного двигуна доцільно контролювати рівень інтергармонічних 
спотворень, що утворюються при формуванні трифазної напруги живлення 
двигуна модуляцією випрямленої напруги, за умови некратних частот обертання 
двигуна і мережі. 
5. Проаналізовано значення коефіцієнта низькочастотних нелінійних 
спотворень THDlf та коефіцієнта підмагнічування В та встановлено, що мінімальне  
значення THDlf, THDlf = 0.024/μ відповідає умові, коли параметр кратності 
модуляції є кратним числу 3, Р3 = 3k, k ∈ N, тобто коли інтергармонік не виникає, а 
максимальне THDlf = 0.069/μ відповідає випадку Р3 = 1.5 + 3k, тобто у режимах з 
інтергармоніками. 
6. Розроблено методику зменшення інтергармонічних складових у 
трифазному інверторі регульованого електропривода, обчислювальна складність 
якого дозволяє реалізувати його у контурі системи керування, що працює у 
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реальному масштабі часу та дозволяє знизити рівень інтергармонічних спотворень 
на порядок та зменшити коефіцієнт нелінійних інтергармонічних спотворень з      
4.6 % до 2.9 %. 
7. Для ефективного контролю параметрів якості електроенергії струмів фаз 
двигуна і вхідного струму мережі розроблено принцип розрахунку вхідного струму 
електропривода, спожитого від мережі, за струмами фаз двигуна, що дозволяє у 
простий спосіб зв’язати параметри якості електроенергії, спожитої від мережі та 






РОЗДІЛ 6. СИНТЕЗ СТРУКТУРИ МОДУЛЬНОГО ЗАРЯДНОГО 
ПРИСТРОЮ НА ОСНОВІ УЗАГАЛЬНЕНОГО РЯДУ ФУР’Є 
 
6.1. Аналіз необхідної кількості комірок модульних перетворювачів за 
значенням параметрів якості електроенергії 
6.1.1. Огляд топологій коректорів коефіцієнта потужності 
Коректори коефіцієнта потужності (ККП) використовуються для 
примусового формування вхідного струму споживачів, що регулюються вимогами 
наведеними у стандарті [24]. Як правило ККП проектується як окрема ланка AC-DC 
перетворювача на основі підвищувального перетворювача.  
Типова схема ККП на основі однофазного підвищувального перетворювача 
показана на рис. 6.1, а. В її основу покладено використання некерованого мостового 
випрямляча VDS1 і підключеного до його виводів на стороні постійного струму 
однотактного імпульсного регулятора підвищувального типу з послідовним 
дроселем L1 і паралельним ключем VT1 [217-219]. 
Принцип дії ККП базується на високочастотній комутації транзисторного 
ключа VT1, що забезпечує накопичення енергії в магнітному полі дроселя L1 і 
подальшу її передачу через роздільний діод VD1 до вихідного фільтру С і в 
навантаження. Алгоритм керування транзисторним ключем базується на основі 
інформації про миттєві значення еталонного сигналу (в якості якого 
використовується сигнал, пропорційний миттєвій напрузі живлячої мережі) і 
вхідного струму, який повторює форму еталонного сигналу. Регулювання 
споживаної від мережі потужності і, як наслідок, величини вхідних струмів і рівня 
вихідної напруги здійснюється за сигналами від’ємного зворотного зв’язку з виходу 
перетворювача. Величина вихідної напруги для даної схеми обирається з умови    
Uвих > UВХmax. Для діючого значення напруги мережі UВХ = 220 В вихідна напруга 
таких схем зазвичай обирається в діапазоні Uвих = 340…360 В. Зазвичай для 
живлення електронної апаратури використовується на порядок менша напруга 
живлення, тому в цьому випадку на виході встановлюється понижувальний 
перетворювач, який як правило містить гальванічну розв’язку. Тому ККП з 
підвищувальним перетворювачем мають дволанкову структуру, показану на рис. 







Рис. 6.1. Базова топологія ККП на основі підвищувального перетворювача а) та 
структура системи електроживлення б) на основі даного ККП 
 
Для корекції коефіцієнта потужності ККП працює у режимі неперервного 
протікання вхідного струму. У цьому випадку для формування вхідного струму 
необхідно використовувати два зворотні зв’язки – по вхідному струму та напрузі 
на навантаженні [220], рис. 6.2, а, тому система керування ККП є складною у 
реалізації. Використання модульних перетворювачів, що працюють у граничному 
режимі протікання струму дозволяє спростити контур керування до структури, 
зображеної на рис. 6.2, б, забезпечити вмикання транзистора комірки при 
нульовому струмі та рівномірно розподілити потужність між комірками, тим самим 
зменшивши статичні втрати. У цьому випадку контур керування містить лише один 




Рис. 6.2. Функціональна схема системи керування ККП: а) з неперервним 




Сигнали керування транзисторами комірок у модульному перетворювачі 
зміщені на певний кут, що дає змогу сформувати неперервний струм мережі як 
показано на рис. 6.3 на прикладі двох комірок. 
 
Рис. 6.3. Принцип формування неперервного струму мережі, де uc1, uc2 – сигнали 
керування транзисторами комірок, icell1, icell2 – вхідні струми комірок, uin, iin , Θ – 
напруга, струм і період мережі, γ, T – коефіцієнт заповнення і період роботи 
комірки 
 
Як показано на рис. 6.3, сигнали керування зсунуті на половину періоду 
носійної функції, що дає можливість при граничному струмі кожної комірки 
сформувати неперервний сумарний струм, тому такий принцип корекції 
коефіцієнта потужності широко використовується на практиці [224-227]. 
ККП, окрім підвищувального перетворювача, також можуть проектуватись 
на основі інших перетворювачів напруги – понижувального, інвертувального 
(зворотноходового), SEPIC, Cuk [228]. При цьому вибір конкретної топології не є 
однозначним. Для ефективної реалізації ККП до обраної топології висувається ряд 
обов’язкових та додаткових вимог, серед яких можна виділити такі: 




2) вихід на постійному струмі; 
3) можливість плавного пуску і плавного регулювання вхідного струму; 
4) можливість інтеграції у його структуру трансформатора; 
5) постійна частота комутації. 
Для формування неперервного вхідного струму є обов’язковою перша умова, 
для живлення електронної апаратури обов’язковою умовою є друга. Три останніх 
– є додатковими. При цьому слід зазначити, що остання вимога щодо постійної 
частоти комутації дозволяє використовувати звичайний ШІМ контролер у ККП 
замість більш складного ЧІМ контролера. Виконання перерахованих умов для 
найпоширеніших топологій перетворювачів показано у табл. 6.1.  
 
Таблиця 6.1. Виконання умов для найпоширеніших топологій перетворювачів 
Перетворювач Вимоги 
1 2 3 4 5 
Понижувальний - + + +/- - 
Підвищувальний + + - - - 
Інвертувальний - + + + - 
SEPIC + + + + + 
Cuk + + + +/- + 
 
З аналізу виконання умов можна зробити висновок, що як коректор 
коефіцієнта потужності доцільно використовувати перетворювач топології SEPIC, 
який через свої переваги найчастіше використовується на практиці [220, 229], тому 
у подальшому розглядається ця топологія. 
При проектуванні модульних ККП важливим є вибір кількості комірок для 
забезпечення необхідних значень параметрів якості електроенергії у заданому 
діапазоні зміни параметрів. Особливо це стосується випадків, коли вихідна напруга 
та потужність перетворювача змінюється в широких межах, зокрема в зарядних 
пристроях акумуляторів [230-232]. Для усунення необхідності у багаторазовому 
моделюванні режимів роботи таких перетворювачів у всьому діапазоні вхідних 
параметрів, доцільно вивести аналітичні формули на основі рядів Фур’є декількох 
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змінних, на основі яких і визначати параметри якості електроенергії для різної 
кількості комірок. 
У рамках проекту «Research and Development of Electrical, Information and 
Material Technologies for Low Speed Rehabilitation Vehicles for Disabled People» 
(Дослідження і розробка електричних, інформаційних технологій та технологій 
матеріалів для низькошвидкісних реабілітаційних транспортних засобів для людей 
з обмеженими можливостями») [233] ряд Фур’є двох змінних використано для 
розрахунку кількості комірок зарядного пристрою на основі перетворювача SEPIC, 
що забезпечує необхідне значення коефіцієнта потужності χ та коефіцієнта 
нелінійних спотворень THD при заряджанні двох гальванічно розв’язаних батарей 
від мережі Uin = 230 В ± 15 % струмом Ісс = 8 А, напруга батарей змінюється в 
діапазоні Uout = 17.5..29.4 В. Батарея складається з 28 однотипних Li-ion комірок 
типу  INR18650 MJ1 [234] ємністю 3.5 А·год, які з’єднано в послідовно в ланцюжок 
по 7 елементів, кожен елемент складається з 4 паралельно з’єднаних комірок. 
6.1.2. Математична модель процесів у перетворювачі SEPIC 
Для аналізу режимів роботи модульного перетворювача розглянемо 
найпростіший перетворювач, що складається з двох комірок з топологією SEPIC, 
кожна комірка якого працює в граничному режимі протікання струму (ГРП), рис. 
6.3. Вхідний струм iin є сумою струмів комірок icell1 і icell2, сигнали керування 
транзисторами комірок зсунуті на половину періода T/2. Робота перетворювача в 
режимі ГРП дає можливість формувати синусоїдальний неперервний струм з 
постійним періодом Т та тривалістю імпульсу γT [235], де γ – коефіцієнт заповнення 
імпульсів. Однак на практиці, через складність задавання ГРП,  найчастіше 
використовують переривчастий режим з незначною тривалістю нульової паузи 
струму t0 = γzT, де γz – відносна тривалість нульової паузи струму, оскільки перехід 
у режим неперервного протікання струму суттєво спотворює форму вхідного 
струму і тому неприйнятний для використовуваного алгоритму керування [236]. 
Для аналізу параметрів якості електроенергії на основі комірки перетворювача 
SEPIC, розглянемо його принципову схему, зображену на рис. 6.4, а, та 
проаналізуємо її роботу на інтервалах сталості структури на основі таких умов:  
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- конденсатори Ci і Co мають достатню ємність, тому пульсація напруги на 
них при аналізі не враховується; 
- період ШІМ T значно менший періода напруги мережі Θ, T << Θ, тому 
миттєве значення вхідної напруги uin протягом періода ШІМ з номером k, Tk 
вважається постійним uin(k) = Uin = const; 
- елементи комірки SEPIC є лінійними. 
У загальному випадку перетворювач має три інтервали сталості структури: 
інтервал наростання вхідного струму, зображений на рис. 6.4, б, інтервал спадання 




Рис. 6.4. Принципова схема комірки SEPIC a), та її схеми заміщення на трьох 
інтервалах: б) інтервал наростання вхідного струму; в) інтервал спадання вхідного 
струму; г) інтервал нульової паузи  
 
На інтервалі наростання вхідного струму транзистор VTi ввімкнено, вхідний 
струм комірки icell зростає з нульового до значення Icell_max за законом:  
 ( ) , 0 ,incell
i
U
i t t t T
L
                    (6.1) 
де Li – вхідна індуктивність, Uin – вхідна напруга.  
На інтервалі спадання вхідного струму, струм з максимального значення 
Icell_max знову спадає до нуля під дією вихідної напруги Uout, перерахованої до 
первинної обмотки трансформатора TV з коефіцієнтом трансформації n: 
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nL
        (6.2) 
де Uout – вихідна напруга, t0 – тривалість інтервалу нульової паузи вхідного струму.  
На третьому інтервалі, вхідний струм вважається рівним нулю, icell = 0. 
Наявність цього інтервалу погіршує форму вхідного струму, тому його тривалість 
потрібно мінімізувати. Розглянемо залежність коефіцієнта потужності χ та 
коефіцієнта нелінійних спотворень THD від тривалості нульової паузи та кількості 
комірок N на основі узагальненого ряду Фур’є.  
6.1.3. Розрахунок спектра струму модульних перетворювачів на основі 
узагальненого ряду Фур’є  
Для опису спектра струму комірки достатньо двох змінних x1 та x2, що є 
аргументами носійної yH(x1) та модулюючої yM(x2) функцій. 
У режимі ГРП перетворювач SEPIC має два інтервали роботи: інтервал 
наростання струму на проміжку x1 ∈ [0, 2π·γ) та інтервал спадання струму на 
проміжку x1 ∈ [2π·γ, 2π). 
На першому інтервалі для заданого аргумента x2 модулюючої функції yM 
вхідний струм комірки icell в початковий момент має нульове значення, icell(0) = 0, 
лінійно зростає і наприкінці інтервалу досягає значення Icell_max = Asin(x2), де 







                              (6.3) 
де Uin_max – амплітудне значення напруги мережі. 
На другому інтервалі, початкове значення струму дорівнює Icell_max і лінійно 
спадає до нуля в момент х1 = 2π, icell(2π) = 0. Зважаючи на це, струм комірки icell на 


























      (6.4) 
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Спектральні компоненти C(m1)(m2) узагальненого ряду Фур’є відповідно до 
формули (6.4) і (2.4) розраховуються наступним чином:  
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З аналізу формули (6.6) можна зробити висновок, що для парних m2 
спектральні компоненти C(m1)(m2) дорівнюють нулю, C(m1)(2m2) = 0, а непарні 
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Спектральні компоненти C(m1)(2m2-1), розраховані за формулою (6.7) мають 
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Згідно з формулою (6.8) спектр вхідного струму комірки icell розраховується 
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 (6.9) 
Спектральні компоненти C(m1)(m2)Σ струму модульного перетворювача з N 
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Зважаючи на зменшення кількості ненульових значень спектральних 
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В якості прикладу, виведені співвідношення використано для розрахунку 
струму комірок двокоміркового перетворювача із фазовим зсувом π та γ = 0.3, що 
показаний на рис. 6.5.  
 
Рис.6.5. Струм комірок двокоміркового перетворювача в режимі ГРП 
 
У переривчастому режимі (ПРП) з відносною тривалістю нульової паузи γz 
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   (6.13) 
Спектральні компоненти C(m1)(m2) узагальненого ряду Фур’є струму, що 
змінюється за законом, заданим формулою (6.13), розраховуються за формулою:  
 
1 2
1 1 2 2 1 1 2 2
1 1 2 2 1 1 2 2
( )( )
2 (1 )2
( ) ( )
2 1 1 1 12
0 0 2
2 (1 ) 22
( ) ( )




2 2 2 (1 )
1 1
sin( )






j m x m x j m x m x
z





x x e dx x e dx
A



















    
   
  
1 1 2 2 1 1 2 2
2 (1 ) 2 (1 )







j m x m x j m x m x
z




   
 












2 2 ( ) 2
( )(1) 2 2
1
2 2 ( ) 2
( )( 1) 2 2
1
(0)(1)
( ( 1) ( 1));
4 ( 1)


























    

 




      
      
   
   
   
   

 (6.15) 







2 1 1 1
2 2 ( ) 2
1 2 2
1





0,2 1 1,2 1 1;
( ( 1) ( 1))
;
4 ( 1)

























      

      

  
      
        

     
        
 
     
 (6.16) 
Спектральні компоненти C(m1)(m2)Σ струму модульного перетворювача з N 
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Форму струму модульного двокоміркового перетворювача для γ = 0.4 і γz = 
0.4 показано на рис. 6.6. 
 
Рис. 6.6. Струм комірок модульного перетворювача в режим ПРП 
 
Після виведення формул розрахунку спектра модульного перетворювача 
можливо отримати аналітичні співвідношення коефіцієнта потужності χ та 
коефіцієнта нелінійних спотворень THD для заданої кількості комірок N. 
6.1.4. Розрахунок параметрів якості електроенергії 
Розглянемо принцип розрахунку коефіцієнта потужності χ та коефіцієнта 
нелінійних спотворень THD у режимі ГРП для заданої кількості комірок N. Діюче 
значення струму Iin_RMS(N) розраховується за формулою:  
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Параметри χN і THDN модульного перетворювача розраховуються на основі 
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Параметри χNp і THDNp модульного перетворювача для режиму з нульовою 




























Функціональна залежність параметрів χN і THDN від коефіцієнта заповнення 






Рис. 6.7. Функціональна залежність параметрів χN a) і THDN б) від коефіцієнта 
заповнення імпульсів γ і кількості комірок N 
 
З аналізу даних, наведених на рис. 6.7, можна зробити висновок, що збільшення 
кількості комірок N значно покращує значення параметрів χN і THDN та розширює 
діапазон γ, де вони мають задовільні значення, γ ∈ [1/N; 1-1/N].  Однак через значне 
перевантаження за напругою ключових елементів перетворювача при γ > 0.5, робочий 
діапазон роботи перетворювача обмежується значеннями γ ∈ [1/N; 0.5]. 
Функціональна залежність χNр і THDNр у режимі ПРП є більш складною через 
наявність додаткового параметра – відносної тривалості нульової паузи γz. Вказана 
залежність для параметра χNр наведена на рис. 6.8, а, б, в, для параметра THDNр – на 
рис. 6.9, а, б, в, що відповідають кількості комірок N = 2, N = 3, N = 4 відповідно. 
Залежність параметрів якості електроенергії χ і THD від параметрів γ та γz 
свідчить про погіршення значень χ і THD зі збільшенням відносної тривалості 
нульової паузи струму γz, однак зі збільшенням кількості комірок N ця негативна 









Рис.6.8. Функціональна залежність коефіцієнта потужності χNр від параметрів γ та 







Рис. 6.9. Функціональна залежність коефіцієнта нелінійних спотворень THDNр від 




Розраховані значення параметрів χ і THD дійсні для постійних значень 
параметрів γ та γz. Протягом процесу заряджання струм і напруга заряджання 
батареї постійно змінюються і відповідно змінюються параметри γ та γz. Тому при 
виборі комірок зарядного пристрою N доцільно визначити функціональну 
залежність параметрів γ та γz від часу протягом всього процесу заряджання, γ = f(t), 
γz = f(t), і оцінити середньозважені залежності параметрів χ і THD протягом всього 
процесу заряджання. 
6.1.5. Розрахунок режимів заряджання батареї 
Акумуляторна батарея заряджається комбінованим методом: на початковому 
інтервалі у режимі постійного струму (ПС), на завершальному – у режимі постійної 
напруги (ПН) [237, 238]. Для забезпечення режиму протікання вхідного струму 
комірок, близького до ГРП, γz → 0, протягом обох режимів заряджання необхідно 
використовувати спеціальні закони модуляції напруги комірок.    
У режимі ПС струм акумулятора має постійне значення Icell = ICC , а напруга 
поступово зростає від мінімального значення Ub_min = 17.5 В до максимального 
Ub_max = 29.4 В. Відповідно до цього, при постійному діючому значенні напруги 
мережі, Uin = const, пропорційно до напруги батареї зростає діюче значення струму 























де ηcell – ККД комірки.  
Збільшення амплітудного значення вхідного струму призводить до 
збільшення тривалості інтервалів наростання та спадання струму, див. формули 
(6.1) і (6.2). Одночасно з цим, збільшення напруги батареї призводить до 
зменшення тривалості інтервалу спадання струму. Тому протягом заряджання 
батареї у режимі ПС змінюється як період Т так коефіцієнт заповнення імпульсів γ.  
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Припустимо, що в початковий момент часу напруга на батареї має значення 
Ub1 і комірка працює в режимі ГРП, γz = 0, з тривалістю періода T1 і тривалістю 
імпульсу γ1·T1 та вхідним струмом Iin1. Після певного часу напруга батареї зросла 
на значення ΔUb, тоді струм мережі Iin2 зросте на значення ΔIin:  
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а тривалість імпульсу γ2·T2 розраховується згідно з формулою (6.1): 
 







        (6.28) 
Тривалість паузи (1-γ2) T2 з одного боку збільшується разом з тривалістю 
імпульсу γ2·T2, з іншого – зменшується зі збільшенням напруги на батареї Ub. 
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   (6.30) 
що свідчить про постійне значення паузи в режимі ПС, (1-γ2)·T2 = (1-γ1)·T1. Тому в 
режимі ПС для зменшення нульової паузи доцільно використовувати ЧІМ з 
постійною тривалістю паузи, як показано на рис. 6.10, а.  
У режимі ПН напруга батареї є постійною, Ub = UCV, а струм ib експоненційно 
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де t/ - час відносно початку режиму ПН, τ – стала часу заряджання батареї. 
У цьому режимі модуляції використовується ЧІМ з постійним значенням 
коефіцієнта заповнення імпульсів, γ = const як показано на рис. 6.10, б. При цьому 
частота ЧІМ оберненопропорційна струму батареї ib. Якщо вважати, що процес 
заряджання батареї завершується, коли струм ib зменшиться до 10% від 
номінального значення ICC [239], ib = 0.1ICC, частота роботи комірки збільшиться в 
10 разів для підтримання режиму ГРП. Зважаючи на зниження ККД та погіршення 
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режимів роботи компонентів перетворювача зі значним збільшенням частоти, 
доцільно обмежити значення частоти на заданому рівні fmax. За умови, що частота 
роботи перетворювача f досягає максимально допустимого значення fmax, комірка 
починає працювати у режимі ПРП з постійною частотою fmax , f = fmax, з ШІМ як 
показано на рис. 6.10, в.  
У режимі ШІМ струм батареї ib виражається через коефіцієнт γ таким чином: 
 2 ,b bi k   (6.32) 
де kb – постійний коефіцієнт.  
З аналізу формули (6.32) можна зробити висновок, що зміна значення струму 
у діапазоні 10% - 100% від ICC досягається при зміні параметра γ у співвідношенні 
1:3.1.  
 
 a) б) в) 
Рис. 6.10. Узагальнені часові діаграми заряджання батареї: a) режим ПС; б) режим 
ПН з ГРП; в) режим ПН з ПРП  
 
Загалом процес заряджання батареї проходить у трьох режимах: 
- у режимі ПС з ЧІМ з постійною тривалістю паузи та ГРП;  
- у режимі ПН з ЧІМ з постійним параметром γ та ГРП; 
- у режимі ПН з ШІМ з ПРП.  
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При цьому слід мати на увазі, що через повільну зміну параметрів протягом 
процесу заряджання відносно періоду напруги мережі, вищеперераховані режими 
є глобальними стратегіями керування зарядним пристроєм, тоді як локально на 
кожному окремому періоді напруги використовується ШІМ модуляція з 
постійними параметрами, значення яких перераховуються на початку кожного 
наступного напівперіода напруги мережі.   
6.1.6. Розрахунок усереднених показників параметрів якості струму 
протягом процесу заряджання 
Протягом процесу заряджання коефіцієнт заповнення імпульсів зростає від 
мінімального γmin до максимального γmax значення. З аналізу залежностей 
параметрів якості електроенергії χ і THD, зображених на рис. 6.7-6.9, можна 
зробити висновок, що найкращі значення параметри якості електроенергії мають в 
околі точки γ = 0.5. Зважаючи на обмеження на параметр γ,  γ  ≤ 0.5, зумовлене 
значними перевантаженнями ключових елементів перетворювача у режимі γ > 0.5, 
доцільно встановити максимальне значення γ еквівалентне прийнятому 
обмеженню,  γmax  = 0.5.  
Зважаючи на неможливість точно підтримувати режим ГРП протягом 
процесу заряджання, доцільно встановити відносну тривалість нульової паузи γz, 
що убезпечує від переходу у неперервний режим, орієнтовно γz = 0.05. 
 Оскільки при формуванні вхідного струму за допомогою модульного 
перетворювача SEPIC форма струму повторює форму напруги мережі, можна 
вважати, що зсув фаз між першою гармонікою напруги і струму близький до нуля 







   (6.32) 
тому можна порахувати середньозважене значення одного з параметрів, наприклад 
THD, а значення іншого визначити зі співвідношення (6.32). 
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Задамося бажаним середньозваженими значення THD, THDgoal = 0.10, тоді 
отримане середньозважене значення THDreal не повинне перевищувати цільове, 
THDreal ≤ THDgoal під час заряджання батареї, починаючи з мінімального значення 
Ubmin = 17.5 В до максимального Ubmax = 29.4 В. Як було визначено вище, 
максимальне значення коефіцієнта γ дорівнює γmax  = 0.5, що відповідає напрузі 
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  (6.34) 
де ku = Ubmin / Ubmax. 
Середньозважене значення THD, THDav розраховується за формулою: 
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де Tcharge – час заряджання батареї, p(t) – миттєве значення потужності, що 
використовується як вагова функція.  
Формула (6.35), що описує середньозважене значення коефіцієнта нелінійних 
спотворень THDav, з врахуванням розглянутих режимів заряджання може бути 
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де TПС, TПН_ГРП, TПН_ПРП тривалості заряджання батареї у режимах ПС, ПН з ГРП, 
ПН з ПРП відповідно, ub, ib – миттєві значення напруги і струму батареї.  
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Задамо усі невідомі функції у інтегралах формули (6.36) з метою подальшого 
інтегрування. 










   (6.37) 
Струм батареї у режимі ПН розраховується за формулою (6.31). При 
заряджанні Li-ion акумуляторів тривалість режиму ПС триває близько 1 год., TПC = 
1 год., тоді як повна тривалість процесу заряджання складає близько 3 год, Tcharge = 
3 год [239]. Тому тривалість режиму ПН складає третину від всього процесу 
заряджання, TПС=Tcharge / 3. Співвідношення між режимами ПН з ГРП та ПН з ПРП 
залежить від співвідношення мінімальної fmin та максимальної fmax частот, kf = fmin / 
fmax і співвідношенням між мінімальним Imin та номінальним ICC зарядним струмом, 
ki = Imin / ICC: 
  _ _ log .iПН ГРП ПН ПРП k fT T k   (6.38) 
Для заданого діапазону частот fmin = 30 кГц, fmax =120 кГц та діапазону струмів 
ICC = 8 А, Imin = 0.8 А,  з формули (6.38) отримаємо співвідношення TПН_ГРП ≈ 0.6 
TПН_ПРП. Знаючи сумарну тривалість інтервалів, TПН_ГРП + TПН_ПРП = 2 год, можна 
визначити тривалість кожного інтервалу TПН_ПРП = 1.25 год, TПН_ГРП = 0.75 год. При 
цьому струм у режимі ПН з ГРП змінюється в діапазоні, ib = ІСС… ІСС fmin / fmax; в 
режимі ПН з ПРП ib = ІСС fmin / fmax.. 0.1ІСС. 
Розрахунок середньозваженого значення THDav можливий лише при 
визначенні залежності параметрів γ і γz від часу протягом кожного режиму 
заряджання. У режимі ПС параметр γz має постійне значення, γz = 0.05, а значення 
γ визначається з формули (6.37) та регулювальної характеристики перетворювача: 
 max min min max
max min max
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У режимі ПН з ГРП параметри γz і γ мають постійні значення, γz = 0.05, γ = γmax = 









   (6.40) 
а значення γz: 
 max2( ).z     (6.41) 
Підставивши отримані значення до формули (6.36) та проінтегрувавши її 
складові для випадку N = 2, 3, 4 отримаємо такі значення: для N = 2 – THDav = 0.157, 
для N = 3 – THDav = 0.113, для N = 4 – THDav = 0.092.  
Отже, цільове значення для коефіцієнта нелінійних спотворень THDgoal = 0.10 
досягається для N = 4 комірок. Для заданої кількості комірок у табл. 6.2 наведено 
розрахункові значення параметрів THD і χ для робочого діапазону параметра γ. 
 
Табл. 6.2. Розрахункові значення параметрів χ та THD 
γ THD  χ 
0.15 0.150 0.989 
0.2 0.119 0.993 
0.25 0.078 0.997 
0.3 0.090 0.996 
0.35 0.100 0.995 
0.4 0.100 0.995 
0.45 0.090 0.996 
0.5 0.078 0.995 
 
Розглянемо особливості практичної реалізації модульного зарядного 
пристрою. 
6.2. Схемна реалізація модульного перетворювача 
6.2.1. Структура та принцип керування перетворювачем 
Розглянуті теоретичні співвідношення використано для проектування 
модульного чотирикоміркового зарядного пристрою для Li-ion акумуляторів 
потужність 400 Вт. 
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Зарядний пристрій має два гальванічно розв’язаних канали для двох 
встановлених батарей. У конфігурації, представленій на рис. 6.11, комірки SEPIC 
мають дві вторинні обмотки. Акумулятори двох каналів підключені до відповідних 
вторинних обмоток кожної комірки SEPIC, що дозволяє забезпечити природне 
врівноваження заряду, якщо початковий заряд батарей не однаковий. Потенційно 
таку конфігурацію можна розширити, щоб забезпечити зарядку окремих елементів 
батареї. 
 
Рис. 6.11. Структура 4-коміркового модульного зарядного пристрою з природним 
балансуванням напруги 
  
Оскільки перетворювач комірки в основному працює в граничному режимі 
протікання струму, необхідно ефективно визначати цей режим. На рис. 6.12 
зображені часові діаграми на елементах комірки SEPIC на півперіоді напруги 
мережі uin. Тривалість t0(k+2) нульової паузи повинна мати своє мінімальне значення 
при максимальній напрузі Uin_max, тоді перетворювач працює у режимі близькому 




Рис. 6.12. Часові діаграми для ілюстрації ГРП: a) діаграма вхідного струму iin;      
б) напруга вторинної обмотки трансформатора us; в) напруга на виході    
компаратора ucomp 
 
Режим ПРП може бути легко виявлений за допомогою напруги вторинної 
обмотки трансформатора us, рис. 6.12, б. За допомогою порівняння напруги us з 
напругою акумулятора Ub компаратором можливо отримати прямокутні імпульси 
напруги, рис. 6.12, в. Сигналу компаратора високого рівня відповідає інтервал 
спадання струму, коли струм проводить вихідний діод перетворювача SEPIC. 
Низький рівень відповідає сумі тривалостей інтервалу наростання струму 
(замкнений стан вхідного транзистора) і інтервалу нульової паузи. Оскільки 
тривалість інтервалу наростання струму відома і дорівнює константі γT, що не 
змінюється протягом напівперіода Θ/2 випрямленої напруги, інтервал паузи γzT 
можна визначити, віднімаючи γT від тривалості низького рівня напруга 
компаратора. 
ГРП реалізовано на основі сигналу від синхронного драйвера випрямляча 




Рис. 6.13. Функціональна схема контролю ГРП на основі драйвера синхронного 
випрямлення (МК – мікроконтролер)  
 
Сигнал керування синхронного випрямлення, що генерується драйвером 
DA1, використовується для виявлення ПРП подається на вхід даних «D» D-тригера. 
Одночасно на вхід синхронізації тригера «C» надходить ШІМ сигнал каналу 1 
(Ch1), uch1  блоку мікроконтролера МК, синхронізованого з ШІМ сигналом uch2 
каналу 2 (Ch2), який керує вхідним транзистором VT1 за принципом, показаним на 
рисунку 6.14. Завдяки змінній ширині імпульсу ШІМ сигналу uch1, може бути 
досягнута попередньо визначена тривалість нульової паузи γzT. В іншому випадку 
генерується сигнал низького рівня переривання і МК збільшує період ШІМ з T до 




Рис. 6.14. Часові діаграми керування режимом ГРП (напруга вторинної обмотки 
трансформатора us, сигнал керування синхронним випрямленням uDRV, сигнал на 
вході тригера uD, сигнал першого каналу ШІМ uch1 і сигнал переривання МК uINT). 
 
Описаний метод дозволяє реалізувати керування на частоті ШІМ на основі 
логічних мікросхем, при цьому МК використовується тільки для керування 
процесом заряджання акумулятора. Такий принцип реалізується завдяки тому, що 
протягом кожного періода мережі керування зарядним пристроєм забезпечується з 
використанням ШІМ, тоді як протягом усього процесу заряджання 
використовується більш гнучке керування, що забезпечує кращі параметри якості 
електроенергії, за законами модуляції отриманими в розділі 6.1.4 та зображеними 
на рис. 6.10. Діаграма, що демонструє узагальнений принцип реалізації режимів ПС 




Рис. 6.15. Загальний принцип перерахунку параметрів протягом процесу 
заряджання  
 
Як показано на рис. 6.15, перерахунок параметрів модуляції виконується в 
точках з амплітудним значенням випрямленої напруги. Перераховані значення 
параметрів модуляції коригуються на початку кожного наступного півперіоду 
напруги мережі. 
6.2.2. Експериментальні результати  
У додатку В розраховані елементи силової частини зарядного пристрою, 
регенеративного снабера [241-245] та продемонстровано принципову схему, 
друковану плату та експериментальний макет зарядного пристрою. Для оцінки 
режимів роботи модульного зарядного пристрою розглянуті наступні питання: 
- забезпечення ГРП вхідного струму на основі логічних мікросхем та 
генерації переривань МК; 
- функціонування регенеративного снабера на основі зворотноходового 
перетворювача; 
- перевірка рівня перевантаження за напругою та струмом на транзисторах у 
первинному колі, трансформаторах та випрямних транзисторах. 
- перевірка значень коефіцієнта потужності χ, коефіцієнта нелінійних 





Перевірка функціонування ГРП 
Зарядний пристрій працює в одному з режимів ГРП або ПРП, які 
регулюються тривалістю нульової паузи γzT. Тому тривалість нульової паузи 
повинна бути стабільною та легко змінюватись. Для керування тривалості нульової 
паузи використовується сигнал драйвера синхронного випрямляча. Як показано на 
рис. 6.16 сигнал синхронного випрямлення збільшується разом із вхідною 
напругою. Принцип виявлення ПРП детально продемонстровано на рис. 6.17, а та 
б при розімкненому зворотному зв’язку, при цьому мікроконтролер не реагує на 
сигнал переривання від драйвера. 
 
а) б) 
Рис. 6.16. Часові діаграми синхронного випрямлення: a) біля максимального 
значення напруги мережі; б) біля нульового значення напруги мережі  
 
а) б) 
Рис. 6.17. Часові діаграми контролю ПРП: a) формування сигналу переривання на 
декількох періодах напруги мережі; б) діаграми формування заднього фронту 
сигналу переривання  
 
У запропонованому способі керування сигнал переривання uINT виникає, коли 
тривалість інтервалу нульової паузи струму γzT менше, ніж задане значення 
тривалості імпульсу ШІМ сигналу uch1, рис. 6.17, б. Оскільки тривалість нульової 
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паузи зменшується зі зростанням вхідної напруги, сигнал переривання uINT 
розміщується симетрично відносно значення амплітуди напруги, рис. 6.16 a). 
Задній фронт сигналу переривання uINT створюється, коли сигнал драйвера 
синхронного випрямлення uDRV має високий рівень і виникає передній фронт 
сигналу uch1, рис. 6.17, б. За умови активації переривання, тривалість ПРП 
регулюється протягом одного періоду ШІМ, що не дозволяє перетворювачу 
перейти у неперервний режим протікання струму.  
Перевірка функціонування зворотноходового перетворювача 
Діаграми вхідної напруги uc2 та вихідного струму першого каналу ich1 
зворотноходового перетворювача показано на рис. 6.18. Оскільки конденсатор 
фільтра С2 розраховано на частоту мережі, пульсація напруги на вході 
перетворювача є незначною, як показано на рис. 6.18, а. На рис. 6.18, б показано 
аналогічні параметри на декількох періодах ШІМ. 
а) б) 
Рис. 6.18. Напруга конденсатора C2 і вихідний струм каналу зворотноходового 
перетворювача на декількох періодах мережі а) часові діаграми вхідної напруги 
uc2 та вихідного струму першого каналу ich1 зворотноходового перетворювача на 
декількох періодах мережі; б) часові діаграми  вхідної напруги uc2 та вихідного 
струму першого каналу ich1 на декількох періодах ШІМ 
 
Часові діаграми роботи комірок зарядного пристрою 
Часові діаграми струму комірок  показано на рис. 6.19, а. Як зазначалося, 
незважаючи на ПРП струму кожної комірки, сумарний вхідний струм має значно 
меншу пульсацію. Завдяки роботі зворотноходового перетворювача сплески 
напруги, зумовлені наявністю індуктивності розсіювання, обмежуються значенням  
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600 В, що показано на рис. 6.19, б. Діаграми напруг синхронного випрямляча та 
трансформатора у режимі ПРП показано на рис. 6.20. 
Форми хвиль зарядних напруг та струмів для збалансованих за напругою 
батарей показано на рис. 6.21, а, для незбалансованих – на рис. 6.21, б. Як показано 
на рис. 6.21, б, акумулятор з меншою напругою заряджається з істотно більшим 
струмом, що дозволяє з часом вирівняти заряди акумуляторів. В обох випадках 
чітко спостерігається пульсація струму з подвійною частотою напруги мережі (100 
Гц), що є особливістю топології SEPIC. Цю пульсацію можна зменшити, 
застосувавши більші за ємністю вихідні конденсатори фільтра. Тим не менш, згідно 
з попередніми дослідженнями, пульсація струму не повинна мати істотного 





Рис. 6.19. Часові діаграми роботи в ПРП: а) струм комірок; б) обмеження напруги 





Рис. 6.20. Часові діаграми роботи в ПРП: а) сигнал керування драйвера 





Рис. 6.21. Зарядний струм і напруга батарей: а) при однаковому заряді батарей; б) 
при різному заряді батарей 
 
Верифікація значень параметрів якості електроенергії і визначення ККД  
Для оцінки ККД, коефіцієнта нелінійних спотворень THD та коефіцієнта 
потужності χ проаналізовано ряд режимів роботи зарядного пристрою з γ ∈ 
[0.15;0.5]. Осцилограма форми вхідного струму при γ = 0.25 і γ = 0.5 показана на 
рис. 6.22, а і б відповідно. Для заданого діапазону γ отримано профіль заряджання 
батарей, зображений на рис. 6.23.  
а) б) 
Рис. 6.22. Осцилограми вхідного струму і напруги: а) при γ = 0.25 ; б) при γ = 0.5  
  
Відповідно до отриманих діаграм струмів, можна зробити висновок, що форма 





Рис. 6.23. Профіль заряду батареї струмом 0.5С 
 
У результаті оцінки параметрів якості електроенергії в діапазоні γ ϵ [0.15; 0.5] 
було виміряно масив значень параметрів χ, THD та ККД, наведених у табл. 6.3. та 
побудовано криву ККД, показану на рис. 6.24. У табл. 6.3 додатково наведене 
значення THD напруги для оцінки спотворень напруги мережі. 
 
Табл. 6.3. Виміряні значення параметрів χ та THD 
γ THD (ig) χ η,% THD(ug) 
0.15 0.180 0.984 88.5 0.027 
0.2 0.124 0.988 90.6 0.026 
0.25 0.100 0.995 91.9 0.028 
0.3 0.110 0.994 92.3 0.024 
0.35 0.119 0.993 92.6 0.027 
0.4 0.110 0.994 92.8 0.024 
0.45 0.110 0.994 92.7 0.029 





Рис. 6.24. Експериментальна крива залежності ККД від потужності 
 
Доволі високе значення ККД, що в окремих режимах наближається до 
значення η = 93 % свідчить про високу ефективність модульної топології SEPIC. А 
отримані значення коефіцієнта нелінійних спотворень THD і коефіцієнта 
потужності χ, наведені у табл. 6.3 у цілому збігаються з теоретично виведеними 
залежностями, результати розрахунку яких у окремих точках наведені у табл. 6.2, 
що свідчить про ефективність використання узагальненого ряду Фур’є для вибору 
кількості комірок модульного зарядного пристрою. 
6.3. Аналіз переваг узагальненого ряду Фур’є 
Наведені у роботі результати застосування узагальненого ряду Фур’є 
декількох змінних свідчать про ефективність методу у випадку представлення 
сигналу струму або напруги, що утворені внаслідок взаємодії декількох процесів, а 
саме: 1) вхідної напруги; 2) збурень, наведених на вхідну або вихідну напругу;        
3) модульованої задавальної дії. Використання  узагальненого ряду Фур’є дозволяє 
компактно описати утворений струм або напругу в аналітичній формі та 
використовувати отримані вирази для аналізу спектральних властивостей та 
формування законів керування. Завдяки використанню узагальненого ряду Фур’є 
при вирішенні таких задач, як: 1) аналіз інтергармонік; 2) опис сигналів зі 
складними законами модуляції, наприклад з використанням декількох 
модулюючих функцій; 3) синтез математичних моделей струмів і напруг в 
частотній області; 4) формування законів керування за значенням параметрів якості 
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електроенергії, отримуються суттєві переваги у порівнянні з рядом Фур’є однієї 
змінної. Серед них доречно виділити такі:  
по-перше, у задачах аналізу: 1) опис одним математичним виразом напруги 
або струму, утворених в результаті взаємодії модулюючих функцій і збурюючих 
факторів; 2) зменшення кількості операцій при розрахунку інтегральних показників 
при зміні параметрів; 3) перехід від чисельного опису струмів і напруг при 
врахуванні збурюючих факторів і модулюючих функцій з використанням ряду 
Фур’є однієї змінної до аналітичного виду при застосуванні узагальненого ряду 
Фур’є;  
по-друге, у задачах синтезу та проектування – досягнення значного 
зменшення кількості розрахунків. 
Зменшення кількості розрахунків за умови використання узагальненого ряду 
Фур’є залежить від: 1) аналізованого спектрального діапазону; 2) кількості наборів 
можливих значень параметрів для розрахунку струму і напруги; 3) типу показників, 
для яких проводиться розрахунок; 4) кількості факторів, що впливають на спектр 
струму або напруги; 5) необхідного значення похибки розрахунків. 
Загалом, як показано у параграфі 5.2, складність алгоритму розрахунку 
спектра на основі узагальненого ряду Фур’є декількох змінних прямує до 
мінімально можливої теоретичної межі О(N). Таку ж складність має алгоритм 
швидкого вейвлет перетворення [247]. Однак останній метод має обмежену 
спектральну роздільну здатність та може бути використаний лише для розрахунку 
значень гармонічних та інтергармонічних груп. Використання алгоритму швидкого 
перетворення Фур’є зі складністю О(Nlog(N)) для розрахунку спектра з 
інтергармоніками також спричинює ефект розтікання спектра. Алгоритм на основі 
перетворення Гільберта-Хуанга з такою ж складністю [248] може бути 
використаний для розрахунку спектра гармонічних та інтергармонічних груп. 
Меншу похибку має алгоритм віконного перетворення Фур’є зі складністю О(N2). 
Алгоритм розрахунку гармонік на основі одношарової нейронної мережі має доволі 
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велику похибку та складність О(N2), тому використовується рідко. Інші 
параметричні методи та методи на основі кореляційного аналізу, використання 
яких базується на алгоритмі перетворення Фур’є, дозволяють отримати результат з 
достатньою точністю, але мають більшу складність, що коливається в діапазоні 
О(Nlog(N))… О(N2). Тому лише розроблений метод розрахунку спектра на основі 
ряду Фур’є декількох змінних та  аналітичний ряд Фур’є однієї змінної дозволяють 
точно розраховувати спектр з інтергармоніками з мінімально теоретичною 
складністю О(N). Однак використання ряду Фур’є однієї змінної ускладнене за 
умови формування сигналів внаслідок взаємодії навіть двох процесів, тому цей 
метод для таких задач на практиці майже не використовується.  
За умови використання запропонованого метода у реальному масштабі часу 
також важливими є складність розрахунку: 
- окремих гармонік, при цьому складність алгоритму згідно з формулою 
(5.33) складає О(N1/M), що значно менше ніж у аналогів з трудомісткістю О(N);  
- інтегральних показників якості, при цьому завдяки аналітичному опису 
спектра в згорнутій формі складність складає О(1), тобто не залежить від кількості 
аналізованих гармонік N, тоді як у інших методах для розрахунку параметрів якості 
електроенергії потрібно виконати О(N) операцій; 
- при багаторазовому перерахунку спектра при аналізі режимів роботи 
перетворювачів зі зміною окремих параметрів збурень. У цьому випадку при 
розрахунку спектра повторно використовуються розраховані спектральні 
компоненти, що дозволяє у рази пришвидшити алгоритм розрахунку. 








Таблиця 6.4. Переваги метода розрахунку спектра на основі узагальненого ряду 
Фур’є декількох змінних. 
Метод Складність розрахунку 
Спектр Гармоніка Параметр якості 
Одношарова нейронна мережа О(N2) О(N) О(N) 
Віконне перетворення Фур’є О(N2) О(N) О(N) 
Параметричні та кореляційні методи 




Перетворення Гільберта-Хуанга О(Nlog(N)) - О(N) 
Швидке перетворення Фур’є О(Nlog(N)) О(N) О(N) 
Вейвлет перетворення О(N) - О(N) 
Пропонований метод О(N) О(N1/M) О(1) 
 
Наведені переваги метода є особливо важливим при використанні 
узагальненого ряду Фур’є у системах керування, що дозволяє використовувати 
ефективні алгоритми керування перетворювачами за значеннями параметрів якості 
електроенергії і, тим самим, зменшувати їх динамічні втрати та покращувати якість 
електроенергії. Як показано в параграфах 4.1.2 та 5.4.6 використання 
запропонованого метода дозволяє синтезувати закони керування у реальному 
масштабі часу, що придушують інтергармоніки та покращують параметри  якості 
електроенергії.  
 
Висновки до розділу 6 
1. Показано, що модульні перетворювачі на основі топології SEPIC 
дозволяють забезпечити необхідні параметри якості електроенергії – коефіцієнт 
потужності і коефіцієнт нелінійних спотворень при використанні ШІМ модуляції і 
граничному режимі протіканні струму дроселя кожної комірки, що одночасно 
спрощує закон модуляції струму перетворювача та зменшує його динамічні втрати. 
2. На основі узагальненого ряду Фур’є розроблено методику розрахунку 
кількості комірок модульного зарядного пристрою з використанням розрахункових 
співвідношень параметрів якості електроенергії.  
241 
 
3. Для оцінки параметрів якості електроенергії зарядного пристрою 
запропоновано розраховувати середньозважені параметри якості електроенергії 
протягом  часу заряджання, та встановлено що нормам якості електроенергії 
відповідає чотирикомірковий зарядний пристрій.  
4. Для перевірки теоретичних засад оцінки параметрів якості електроенергії 
розраховано елементи зарядного пристрою потужністю 400 Вт та виміряно часові 
діаграми струмів і напруг його основних вузлів, внаслідок чого встановлено, що 
експериментальні результати збігаються з теоретичними значеннями параметрів 
якості електроенергії: значення коефіцієнта потужності – не менше 0.99, коефіцієнт 
нелінійних спотворень – не більше 0.1 при коефіцієнті корисної дії не менше 0.92. 
5. Запропонований метод розрахунку спектра має складність О(N) нарівні з 
вейвлет перетворенням, що є теоретичною нижньою межею складності розрахунку 
спектра, однак на відміну від вейвлет перетворення запропонований метод 
дозволяє розраховувати значення окремих гармонік зі складністю О(N1/M) та 
параметрів якості зі складністю О(1) відповідно, що свідчить про його ефективність 
використання у системах керування, що синтезують закони керування у реальному 
масштабі часу та забезпечують покращення параметрів якості електроенергії 





ЗАГАЛЬНІ ВИСНОВКИ  
У роботі вирішена наукова технічна проблема підвищення ефективності 
інтергармонічного аналізу  та керування напівпровідниковими перетворювачами 
на основі побудови теорії спектрального аналізу та синтезу законів керування 
базованих на теорії ряду Фур’є декількох змінних.  
При виконанні дисертаційної роботи отримано наступні наукові результати: 
1. Показано негативний вплив інтергармонік на значення параметрів 
електроенергії та складність їх розрахунку через невизначеність і постійну зміну 
періоду інтегрування, що зумовлюють низьку ефективність використання 
чисельних методів аналізу інтергармонік та ускладнюють синтез законів модуляції 
напруги при врахуванні інтергармонік. Доведено, що аналітичні методи 
розрахунку на основі ряду та перетворення Фур’є через жорстку прив’язку до 
періода інтегрування є неефективними і потребують перерахунку спектра при зміні 
параметрів модуляції.  
2. Запропоновано представлення модульованих сигналів у просторі 
декількох незалежних змінних і формування узагальнених спектральних 
характеристик сигналу в M-вимірному просторі з використанням узагальненого 
ряду Фур’є декількох змінних. 
3. Показано, що спектральні компоненти ряду Фур’є двох змінних 
розширюються на довільну кількість змінних, що дозволяє спростити 
використання розробленого математичного апарату при описі 
багатопараметричних модульованих сигналів. 
4. Розроблений алгоритм швидкого перетворення Фур’є для декількох 
змінних, трудомісткість якого еквівалентна трудомісткості алгоритму у просторі 
однієї змінної, дозволяє значно пришвидшити чисельний розрахунок спектральних 
компонент модульованих сигналів зі складними законами модуляції. 
5. Показано, що метод розрахунку спектра модульованих сигналів зі 
змінною частотою носійної функції дозволяє використовувати узагальнений ряд 




6. Розроблено принцип керування за значенням параметрів якості 
електроенергії, представлених у згорнутому параметричному виді, що дозволяє на 
декілька порядків зменшити обсяг математичних операцій та дає можливість 
реалізувати принцип регулювання значень параметрів якості електроенергії у 
системах керування напівпровідниковими перетворювачами у реальному масштабі 
часу. 
7. Розроблений принцип керування однофазним інвертором за значенням 
коефіцієнта гармонік підтвердив зменшення обсягу математичних операцій 
мінімум на два порядки при похибці розрахунків не вище 1 %, зменшення на 
порядок обсягу динамічних втрат завдяки зменшенню значення параметра 
кратності модуляції при максимальних навантаженнях, що підтверджено 
моделюванням у середовищі MatLab Simulink®. 
8. Запропоновано використовувати метод модуляції ЧІМ з інвертуванням 
полярності кожного другого імпульсу, описаний в базисі ряду Фур’є двох змінних, 
та доведено зменшення масогабаритних параметрів перетворювача із 
забезпеченням необхідного значення коефіцієнта гармонік вихідної напруги при 
глибині модуляції, що перевищує значення 0.85 при рівності мас трансформатора 
та фільтра, та зменшення масогабаритних показників перетворювача у всьому 
діапазоні значень глибини модуляції максимум втричі, при співвідношенні мас 
трансформатора та фільтра у пропорції 4:1. 
9. Уперше розраховано рівень інтергармонічних спотворень при живленні 
регульованого електропривода асинхронного двигуна, та показано що значення 
коефіцієнта низькочастотних гармонічних спотворень має мінімальне значення 
0.024/μ, з глибиною модуляції μ, у режимі зі значенням кратності модуляції 
кратному числу 3, а максимальне значення – 0.069/μ у режимах з інтергармоніками. 
10. Розроблено метод зменшення інтергармонічних складових у 
трифазному інверторі регульованого електропривода, обчислювальна складність 
якого дозволяє реалізувати його у контурі системи керування, що працює у 
реальному масштабі часу та дозволяє знизити рівень інтергармонічних спотворень 
на порядок при зменшенні коефіцієнта нелінійних інтергармонічних спотворень з      
4.6 % до 2.9 %. 
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11. На основі узагальненого ряду Фур’є розроблено методику розрахунку 
кількості комірок модульного зарядного пристрою з використанням розрахункових 
співвідношень параметрів якості електроенергії. Проведена практична перевірка 
підтвердила теоретично отримані значення коефіцієнта потужності – не менше 
0.99, коефіцієнта нелінійних спотворень – не більше 0.1 при коефіцієнті корисної 
дії не менше 0.92.  
12. Запропонований метод розрахунку спектра має складність О(N) нарівні 
з вейвлет перетворенням, що є теоретичною нижньою межею складності 
розрахунку спектра, однак на відміну від вейвлет перетворення запропонований 
метод дозволяє розраховувати значення окремих гармонік зі складністю О(N1/M)  та 
параметрів якості зі складністю О(1) відповідно, що свідчить про його ефективність 
використання у системах керування, що синтезують закони керування у реальному 
масштабі часу та забезпечують покращення параметрів якості приблизно в 2 рази. 
13. Отримані наукові результати використані для розробки 
експериментального зразка модульного зарядного пристрою в рамках проекту 
«Research and Development of Electrical, Information and Material Technologies for 
Low Speed Rehabilitation Vehicles for Disabled People». 
14. Наукові результати впроваджено в учбовий процес – дисципліни «Теорія 
інформації та обробка сигналів», «Пристрої перетворювальної техніки», «Системи 
електроживлення електронної апаратури».  
15. Розроблені методи та методики використано для створення програмного 
забезпечення систем керування однофазним інвертором та модульним зарядним 
пристроєм. 
16. Адаптивні принципи модуляції було використано для узгодження 
режимів роботи декількох паралельно під’єднаних джерел енергії при розробці 
двох патентів: патент на винахід № 108127 "Спосіб формування синусоїдальної 
напруги на основі перетворювача з амплітудно-широтно-імпульсною модуляцією 
та пристрій для його реалізації" [4], патент на винахід № 118584 «Пристрій 
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задовільними показниками електричної енергії; в [4], [11-13], [26] – розроблено 
наукові засади компенсації реактивної потужності у перехідних режимах та 
оцінено покращення параметрів якості електроенергії від її впровадження; в [6-8], 
[29, 35] – запропоновано покращення параметрів якості електроенергії за 
допомогою модульних перетворювачів з чергуванням фаз та оцінено ефект від їх 
використання; в [15, 18, 19] – проаналізовано методи підвищення параметрів якості 
електроенергії при застосуванні спеціалізованних законів модуляції на основі 




ДОДАТОК Б. ФОРМУЛИ РОЗРАХУНКУ СПЕКТРАЛЬНИХ КОМПОНЕНТ 
МОДУЛЬОВАНИХ СИГНАЛІВ 
 
Однополярна ШІМ-ІІ з модуляцією переднього фронту 
Відповідно до формули (2.19) запишемо вираз для розрахунку спектральної 
компоненти C(m1)(m2): 
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(Б.1) 
Спектральні компоненти C(m1)(m2) в формулі (Б.1) розраховуються на основі 
суми двох інтегралів, оскільки модулююча функція yM = μ·sin(x2) змінює свою  
полярність кожні півперіода, тому на інтервалі x2 ϵ [0; π) амплітуда імпульсів 
модулюючого сигналу дорівнює А, y(x1,x2) = A, тоді як на інтервалі [π; 2π) y(x1,x2) = 
-A. Врахувавши, непарність модулюючої функції yM(x2) = - yM(x2 + π), інтервал 
інтегрування за змінною x2 можна зменшити до (0; π) 
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Відповідно до формули (Б.2) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
спектральних компонент тільки з непарним значенням за індексом m2: 
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Підставивши розклад функцій sin(zsin(x2)) і cos(zsin(x2)) на основі функцій 
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Отже, спектральні компоненти для модульованого сигналу за законом 
однополярної ШІМ-ІІ з модуляцією переднього фронту мають ненульові, дійсні та 
уявні, значення для непарних індексів m2. Оскільки для випадку m1 = 0, спектральні 
компоненти C(0)(2m2-1) мають невизначені значення, цей випадок розглядається 
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Однополярна ШІМ-ІІ з модуляцією заднього фронту 
Відповідно до формули (2.19) запишемо вираз для розрахунку спектральної 
компоненти C(m1)(m2): 
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Спектральні компоненти C(m1)(m2) в формулі (Б.6) розраховуються на основі 
суми двох інтегралів, оскільки модулююча функція yM = μ·sin(x2) змінює свою  
полярність кожні півперіода, тому на інтервалі x2 ϵ [0; π) амплітуда імпульсів 
модулюючого сигналу дорівнює А, y(x1,x2) = A, тоді як на інтервалі [π; 2π) y(x1,x2) = 
-A. Врахувавши, непарність модулюючої функції yM(x2) = - yM(x2 + π), інтервал 
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Відповідно до формули (Б.7) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
спектральних компонент тільки з непарним значенням за індексом m2: 
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 (Б.8) 
Підставивши розклад функцій sin(zsin(x2)) і cos(zsin(x2)) на основі функцій 
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Отже, спектральні компоненти для модульованого сигналу за законом 
однополярної ШІМ-ІІ з модуляцією заднього фронту мають ненульові, дійсні та 
уявні, значення для непарних індексів m2. Оскільки для випадку m1 = 0, спектральні 
компоненти C(0)(2m2-1) мають невизначені значення, цей випадок розглядається 
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Однополярна ШІМ-ІІ з двосторонньою модуляцією 
Відповідно до формули (2.19) запишемо вираз для розрахунку спектральної 
компоненти C(m1)(m2): 
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(Б.11) 
Спектральні компоненти C(m1)(m2) в формулі (Б.11) розраховуються на основі 
суми двох інтегралів, оскільки модулююча функція yM = μ·sin(x2) змінює свою  
полярність кожні півперіода, тому на інтервалі x2 ϵ [0; π) амплітуда імпульсів 
модулюючого сигналу дорівнює А, y(x1,x2) = A, тоді як на інтервалі [π; 2π) y(x1,x2) = 
-A. Врахувавши, непарність модулюючої функції yM(x2) = - yM(x2 + π), інтервал 
інтегрування за змінною x2 можна зменшити до (0; π) 
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(Б.12) 
Відповідно до формули (Б.12) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
спектральних компонент тільки з непарним значенням за індексом m2: 
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Отже, спектральні компоненти для модульованого сигналу за законом 
однополярної ШІМ-ІІ з двосторонньою модуляцією мають ненульові, уявні, 
значення для непарних індексів m2. Оскільки для випадку m1 = 0, спектральні 
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компоненти C(0)(2m2-1) мають невизначені значення, цей випадок розглядається 
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Двополярна ШІМ-ІІ з модуляцією переднього фронту 
Відповідно до формули (2.19) запишемо вираз для розрахунку спектральної 
компоненти C(m1)(m2): 
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Врахувавши, непарність модулюючої функції yM(x2) = - yM(x2 + π), інтервал 
інтегрування за змінною x2 можна зменшити до (0; π) 
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Відповідно до формули (Б.16) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
спектральних компонент тільки з непарним значенням за індексом m2: 
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Підставивши розклад функцій sin(zsin(x2)) і cos(zsin(x2)) на основі функцій 












2 2(( 1) ( ) 1)
( 1) ( )
(2 1)
( ) 1 1
.













    
 








Отже, спектральні компоненти для модульованого сигналу за законом 
двополярної ШІМ-ІІ з модуляцією переднього фронту мають ненульові, дійсні та 
уявні, значення для непарних індексів m2. Оскільки для випадку m1 = 0, спектральні 
компоненти C(0)(2m2-1) мають невизначені значення, цей випадок розглядається 
окремо підстановкою значення m1 = 0 у формулу (Б.17): 
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 (Б.19)  
Двополярна ШІМ-ІІ з модуляцією заднього фронту 
Відповідно до формули (2.19) запишемо вираз для розрахунку спектральної 
компоненти C(m1)(m2): 
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Врахувавши, непарність модулюючої функції yM(x2) = - yM(x2 + π), інтервал 
інтегрування за змінною x2 можна зменшити до (0; π) 
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Відповідно до формули (Б.21) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
спектральних компонент тільки з непарним значенням за індексом m2: 
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Підставивши розклад функцій sin(zsin(x2)) і cos(zsin(x2)) на основі функцій 












2 2(( 1) ( ) 1)
( 1) ( )
(2 1)
( ) 1 1
.













    
 








Отже, спектральні компоненти для модульованого сигналу за законом 
двополярної ШІМ-ІІ з модуляцією заднього фронту мають ненульові, дійсні та 
уявні, значення для непарних індексів m2. Оскільки для випадку m1 = 0, спектральні 
компоненти C(0)(2m2-1) мають невизначені значення, цей випадок розглядається 
окремо підстановкою значення m1 = 0 у формулу (Б.22): 
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Двополярна ШІМ-ІІ з двосторонньою модуляцією 
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Врахувавши, непарність модулюючої функції yM(x2) = - yM(x2 + π), інтервал 
інтегрування за змінною x2 можна зменшити до (0; π) 
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(Б.26) 
Відповідно до формули (Б.26) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
спектральних компонент тільки з непарним значенням за індексом m2: 
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  (Б.27) 
Отже, спектральні компоненти для модульованого сигналу за законом 
двополярної ШІМ-ІІ з двополярною модуляцією мають ненульові, уявні, значення 
285 
 
для непарних індексів m2. Оскільки для випадку m1 = 0, спектральні компоненти 
C(0)(2m2-1) мають невизначені значення, цей випадок розглядається окремо 
підстановкою значення m1 = 0 у формулу (Б.27): 
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Однополярна ШІМ-І з модуляцією переднього фронту 
Вираз для розрахунку спектральної характеристики C(m1)(m2)  модульованого 
сигналу за законом однополярної ШІМ-І з модуляцією переднього фронту є таким: 
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 (Б.28) 
де x2/ - фаза відносно початку періода носійної функції, в якій фіксується значення 











де φf – кут фіксації змінної x2 відносно періоду змінної x1. 
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Змінимо у другому інтегралі виразу (Б.31) межі інтегрування на (0;π): 
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Відповідно до формули (Б.32) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
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Підставивши розклад функцій sin(zsin(x2)) і cos(zsin(x2)) на основі функцій 
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Отже, спектральні компоненти для модульованого сигналу за законом 
однополярної ШІМ-І з модуляцією переднього фронту мають ненульові, 
комплексні, значення для непарних індексів m2. 
Однополярна ШІМ-І з модуляцією заднього фронту 
Вираз для розрахунку спектральної характеристики C(m1)(m2)  модульованого 
сигналу за законом однополярної ШІМ-І з модуляцією заднього фронту є таким: 
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де x2/ - фаза відносно початку періода носійної функції, в якій фіксується значення 











де φf – кут фіксації змінної x2 відносно періоду змінної x1. 
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Відповідно до формули (Б.39) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
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Підставивши розклад функцій sin(zsin(x2)) і cos(zsin(x2)) на основі функцій 
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Отже, спектральні компоненти для модульованого сигналу за законом 
однополярної ШІМ-І з модуляцією заднього фронту мають ненульові, комплексні, 
значення для непарних індексів m2. 
Однополярна ШІМ-І з двосторонньою модуляцією 
Вираз для розрахунку спектральної характеристики C(m1)(m2)  модульованого 
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(Б.42) 
де x2/ - фаза відносно початку періода носійної функції, в якій фіксується значення 











де φf – кут фіксації змінної x2 відносно періоду змінної x1. 
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Відповідно до формули (Б.46) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
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Двополярна ШІМ-І з модуляцією переднього фронту 
Відповідно до формули (2.19) запишемо вираз для розрахунку спектральної 
компоненти C(m1)(m2): 
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де x2/ - фаза відносно початку періода носійної функції, в якій фіксується значення 











де φf – кут фіксації змінної x2 відносно періоду змінної x1. 

















у формулі (Б.48), отримаємо: 
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Врахувавши, непарність модулюючої функції yM(x2) = - yM(x2 + π), інтервал 
інтегрування за змінною x2 можна зменшити до (0; π) 
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Відповідно до формули (Б.52) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
спектральних компонент тільки з непарним значенням за індексом m2: 
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(Б.53) 
Підставивши розклад функцій sin(zsin(x2)) і cos(zsin(x2)) на основі функцій 
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Отже, спектральні компоненти для модульованого сигналу за законом 
двополярної ШІМ-І з модуляцією переднього фронту мають ненульові, дійсні та 
уявні, значення для непарних індексів m2.  
Двополярна ШІМ-І з модуляцією заднього фронту 
Відповідно до формули (2.19) запишемо вираз для розрахунку спектральної 
компоненти C(m1)(m2): 
 
   
   
/
2






1 1 2 2 1 1 2 2
/
2
(1 sin( )) 2
( )( ) 1 1 22
0 0 (1 sin( ))
(1 sin( ))2 2
1 1 2









j m x m x j m x m x
x
C Ae dx Ae dx dx








    
   
 
  









де x2/ - фаза відносно початку періода носійної функції, в якій фіксується значення 











де φf – кут фіксації змінної x2 відносно періоду змінної x1. 

















у формулі (Б.55), отримаємо: 
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Врахувавши, непарність модулюючої функції yM(x2) = - yM(x2 + π), інтервал 
інтегрування за змінною x2 можна зменшити до (0; π) 
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Відповідно до формули (Б.59) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
спектральних компонент тільки з непарним значенням за індексом m2: 
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 (Б.60) 
Підставивши розклад функцій sin(zsin(x2)) і cos(zsin(x2)) на основі функцій 
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Отже, спектральні компоненти для модульованого сигналу за законом 
двополярної ШІМ-І з модуляцією заднього фронту мають ненульові, дійсні та 
уявні, значення для непарних індексів m2.  
Двополярна ШІМ-І з двосторонньою модуляцією  
Відповідно до формули (2.19) запишемо вираз для розрахунку спектральної 
компоненти C(m1)(m2): 
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(Б.62) 
де x2/ - фаза відносно початку періода носійної функції, в якій фіксується значення 











де φf – кут фіксації змінної x2 відносно періоду змінної x1. 

















у формулі (Б.62), отримаємо: 
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 (Б.65) 
Врахувавши, непарність модулюючої функції yM(x2) = - yM(x2 + π), інтервал 
інтегрування за змінною x2 можна зменшити до (0; π) 
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 (Б.66) 
Відповідно до формули (Б.66) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 

















(2 1) / 2
( (2 1)/ ) (2 1)
( )(2 1) 12
0 0
3 (1 sin( ))
2
( (2 1)/ ) (2 1) ( (2 1)/ ) (2 1)
1 1





j m m P x m x
m m
x




e dx e dx

 
   















   


   
2 1
/
2 2 2 2
/ / / /







(2 1) 2 (2 1)/ (2 1) /2
2
1 2 0
( (2 1)/ ) sin( )/2 (2 1) ( (2 1)/ ) sin( )/2 (2 1) /
2
.
(1 ) 2( 1)
( (2 1) / )
fj m P m
j m x j m P j m P














     
 






















2 ( 1) (( (2 1) / ) / 2) .
2 (2 1)
fj m P























Отже, спектральні компоненти для модульованого сигналу за законом 
двополярної ШІМ-І з двосторонньою модуляцією мають ненульові, дійсні та уявні, 
значення для непарних індексів m2.  
Однополярна ШІМ-І з модуляцією переднього фронту і передмодуляцією 
третьою гармонікою  
Аналітичний запис спектральної компоненти C(m1)(m2) для заданого закону 
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Врахувавши, непарність модулюючої функції yM(x2) = - yM(x2 + π), інтервал 
інтегрування за змінною x2 можна зменшити до (0; π) 
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Відповідно до формули (Б.69) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
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 (Б.70) 
де *1 2( (2 1) / ) .z m m P     
Оскільки для функцій sin(zsin(x2/)) і sin(za*sin(3x2/)) істинні тотожності 
sin(zsin(x2/)) = sin(zsin(π - x2/)), sin(za*sin(3x2/)) = sin(za*sin(3(π -x2/))), інтеграл (Б.70) 
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має ненульові значення лише для парних доданків. Використовуючи розклад 
функцій sin(asin(x)) і cos(asin(x)) для підстановки у формулу (Б.70), отримаємо:  
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  (Б.75) 
Однополярна ШІМ-І з модуляцією заднього фронту і передмодуляцією 
третьою гармонікою  
Аналітичний запис спектральної компоненти C(m1)(m2) заданого закону 
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Врахувавши, непарність модулюючої функції yM(x2) = - yM(x2 + π), інтервал 
інтегрування за змінною x2 можна зменшити до (0; π) 
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Відповідно до формули (Б.77) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
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де *1 2( (2 1) / ) .z m m P     
Оскільки для функцій sin(zsin(x2/)) і sin(za*sin(3x2/)) істинні тотожності 
sin(zsin(x2/)) = sin(zsin(π - x2/)), sin(za*sin(3x2/)) = sin(za*sin(3(π -x2/))), інтеграл (Б.78) 
має ненульові значення лише для парних доданків. Використовуючи розклад 
функцій sin(asin(x)) і cos(asin(x)) для підстановки у формулу (Б.78), отримаємо: 
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 (Б.83) 
Однополярна ШІМ-І з двосторонньою модуляцією і передмодуляцією 
третьою гармонікою  
Аналітичний запис спектральної компоненти C(m1)(m2) для заданого закону 
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Врахувавши, непарність модулюючої функції yM(x2) = - yM(x2 + π), інтервал 
інтегрування за змінною x2 можна зменшити до (0; π) 
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Відповідно до формули (Б.85) спектральні компоненти C(m1)(m2) з парним 
індексом m2 мають нульові значення, C(m1)(2m2) = 0, тому доцільно шукати значення 
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де *1 2( (2 1) / ) .z m m P     
Оскільки для функцій sin(zsin(x2/)) і sin(za*sin(3x2/)) істинні тотожності 
sin(zsin(x2/)) = sin(zsin(π - x2/)), sin(za*sin(3x2/)) = sin(za*sin(3(π -x2/))), інтеграл (Б.86) 
має ненульові значення лише для двох останніх доданків. Використовуючи розклад 
функцій sin(asin(x)) і cos(asin(x)) для підстановки у формулу (Б.86), отримаємо: 
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ДОДАТОК В. РОЗРАХУНОК СИЛОВОЇ ЧАСТИНИ 
БАГАТОКОМІРКОВОГО ЗАРЯДНОГО ПРИСТРОЮ 
 
В.1. Розрахунок параметрів елементів комірки SEPIC перетворювача 
Зарядний пристрій розраховується для вхідної напруги Uin = 230 В ± 15%, 
вихідної потужності Pout = 400 Вт і максимальної частоти комутації fmax = 120 кГц. 
Вихідна напруга Uout змінюється в діапазоні 17.5..30 В. Згідно згаданими вище 
обмеженнями, максимальне значення коефіцієнта заповнення дорівнює γmax = 0.5 і 
дорівнює максимальній вихідній напрузі Uout_max. 

















де ΔUadd – падіння напруги на вихідному діоді перетворювача.  
Мінімальне значення коефіцієнта заповнення відповідає максимальний вхідній 
напрузі Uin_max і мінімальній вихідній Uout_min: 
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n U U U
 
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    
 . (В.2) 










    (В.3) 
де kф – коефіцієнт форми. Для синусоїдальної напруги, kф = 1.11, η – коефіцієнт 
корисної дії перетворювача, η = 0.9. 
Максимальне значення струму комірки Imax_cell розраховується наступним чином: 
 max_ _ .cell d cellI I   (В.4) 
Значення Imax_cell відповідає максимальному значенню струму через вхідний 
транзистор перетворювача. 












    (В.5) 
Індуктивність первинної обмотки трансформатора LTV розраховується на 




























Розраховані значення елементів комірки наведено в табл. В.1.  
 
Таблиця В.1. Параметри елементів комірки 
Елемент Значення Елемент Значення 
L1 1.644 мГн TV n = 0.1, LTV = 0.75 мГн 
VT 1.4 A, 745 В VD1 12.5 A, 70 В 
C1 0.25 мкФ, 400 В C2 6.8 мФ, 32 В 
 
В.2. Регенеративний снабер на основі зворотноходового перетворювача 
Принцип роботи трансформатора перетворювача SEPIC подібний на 
зворотноходовий трансформатор, одним з недоліків якого є генерування енергії 
індуктивністю розсіювання трансформатора, для розсіювання якої зазвичай 
використовують пасивні RCD снабери. Для повторного використання енергії 
індуктивності розсіювання, її передають на вхід або вихід перетворювача за 
допомогою пасивних або активних регенеративних снаберів. Для 
багатокоміркового зарадяного пристрою такі рішення є надлишковими, оскільки 
передбачають збільшення кількості снаберів відповідно до кількості комірок. Тому 
у перетворювачі використовується один зворотноходовий пертворювач – 
регенеративний снабер, що передає енергію від усіх індуктивностей розсіювання у 
вторинне коло для заряджання батарей та живлення системи керування. Спрощена 
310 
 
функціональна схема під’єднання регенеративного снабера до модульного 
зарядного пристрою показана на рис. В.1.  
 
Рис. В.1. Спрощена функціональна схема під’єднання регенеративного снабера до 
модульного зарядного пристрою 
 
Енергія індуктивності розсіювання кожної комірки відводиться діодом VDcl, 
розміщеним біля трансформатора, та накопичується на конденсаторах С2 і С3, на 
виході яких встановлено зворотноходовий перетворювач, який передає енергію 
навантаження. Додаткова схема з діодом VDc живить систему керування від мережі 
змінного струму, коли зарядний пристрій не працює. 
Система керування весь час споживає приблизно однакову потужність 
близько 1 Вт, тоді як регенеративний снабер працює лише в тому випадку, якщо 
напруга UC2 конденсатора C2 перевищує мінімальне значення UC2_min, UC2 > UC2_min. 
Мінімальна напруга UC2_min повинна перевищувати максимальну вихідну напругу, 
перераховану до первинної обмотки трансформатора UC2_min > Ub/n, щоб уникнути 
споживання первинної енергії комірки регенеративною системою. Оскільки  
значення Ub/n не перевищує амплітудного значення напруги мережі Ub/n ≤ Uin_max, 
умова роботи регенеративного снабера є такою:  
 2 _ min _ max .c inU U  (В.8) 
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Якщо умова (В.8) не виконується, зворотноходовий перетворювач не працює.  
Значення ємності конденсатора C2 розраховується з умови придушення 
змінної складової напруги, що не повинна перевищувати значення ΔUC2 при 













Конденсатор C1 заряджається разом з конденсатором C2, коли напруга на 
ньому перевищить максимальне значення напруги мережі Uin_max та поріг ΔUC2: 
 1_ max _ max 2.c in CU U U    (В.10) 
Енергія конденсатора C1 використовується лише для живлення системи керування, 
при цьому необхідно, щоб напруга на ньому не була меншою максимального 
значення напруги мережі Uin_max: 
 
1 2 2




reg in C in
P
C
f U U U

    
 (В.11) 
де Pcs – потужність, що споживається системою керування, freg – частота роботи 
зворотноходового перетворювача.  
Конденсатор C3 розташовано біля трансформатора комірки для усунення 
сплесків напруги зумовлених індуктивністю розсіювання. Ємність цього 
конденсатора визначається максимально можливою напругою на вхідному 
транзисторі комірки. Припустимо, що можливе збільшення напруги на транзисторі 




3 2 2 2
_max _max
,





U n U U n

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 (В.12) 
де Lk – індуктивність розсіювання, Ub_max – максимальна напруга батареї, Ipr_max – 
амплітудне значення струму первинної обмотки трансформатора.  
Інші елементи регенеративного снабера розраховуються за типовими 
методиками. Схема регенеративної системи на основі типового драйвера 
зворотноходового перетворювача сімейства TinySwitch-4 показана на рис. В.2, а 




Рис. В.2. Схема регенеративної системи на основі драйвера зворотноходового 
перетворювача сімейства TinySwitch-4 
 
Рис. В.3. Спрощені часові діаграми роботи регенеративної системи 
   
Нижній поріг роботи зворотноходового перетворювача UC2_min задається 
резистором, значення R2=13 MОм, що відповідає напрузі UC2_min=325 В. 
Як показано на рис. В.3 енергія в індуктивності розсіювання здебільшого 
генерується, коли випрямлена вхідна напруга знаходиться біля максимального 
значення. У цьому випадку напруга конденсатора С2 збільшується, що активізує 
зворотноходовий перетворювач, який починає працювати з максимальною 
потужністю (режим 1). Коли напруга на вході досягає проміжного значення, він 
працює в періодичному режимі (режим 2). Під час низької вхідної напруги вся 
енергія споживається системою керування, і перетворювач вимикається (режим 3). 
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Для експериментально виміряного значення індуктивності розсіювання 
трансформатора Lk = 20 мкГн, сумарна потужність індуктвностей розсіювання 








P N f   (В.13) 
За розрахованим значенням вихідної потужності Pr = 9 Вт і максимальної 
вихідної напругою Umax = 30 В розраховано параметри елементів та обрано їх тип, 
що наведені у табл. В.2.  
 
Таблиця В.2. Елементи регенеративної системи 
Елемент Позначення Значення/тип 
Конденсатор C1 400 нФ, 750 В 
C2 7 мкФ, 750 В 
C3 3 нФ, 750 В 
C5 100 нФ, 25 В 
C6, C7 220 мкФ, 35 В 
Резистори регуювання напруги R2 13 МОм, 0.25 Вт 
Давачі струму R3, R4 6.8 Oм, 1 Вт 
Вихідні діоди D6, D7 2 A, 100В, SR2100 
Драйвер перетворювача DA2 TNY280 
Оптопари PS1, PS2 PC817 
Трансформатор TV POL15020 
 
У результаті вибору елементів та розведення друкованої плати було зібрано 









ДОДАТОК Г. ПРОМІЖНІ РОЗРАХУНКИ 
 
Г.1. Розрахунок спектра вільної складової за формулою (3.57) 
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Для знаходження сум виразу (Г.1) використовуються розклади функцій 
sin(sin(x2)) і cos(sin(x2)) на основі формул. Останні дві суми у формулі (Г.1) є 
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Г.2. Розрахунок параметрів G(m1)(0), G(m1)(1), G(m1)(z1)(0), G(m1)(z1)(1), формули 
(4.14)-(4.17) 























  (Г.3) 
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Коли модуль аргументу функції Бесселя перевищує її аргумент, її значення 
прямує до нуля [120]: 
  ( ) 0, 1 .lJ z l z    (Г.4) 
Нижня межа сумування ряду (Г.3) починається зі значення l =2-m1P, 
враховуючи умову P >> πμ,  можна зробити висновок, що значення всіх членів ряду, 
починаючи від мінус нескінченності до l = 2-mP  прямують до нуля і їх, для 
























 Для функцій Бесселя виконується рівність: 
 2 22 1 (2 1) 2 1 (2 1)( ) ( ) ( ) ( ),l l l lJ z J z J z J z           
з урахуванням цього ряд (Г.5) можна записати як: 
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  (Г.6)
 
 Використаємо розклад функцій [167]: 
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Знайдемо суму складових ряду (Г.8). Сума 
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розрахована в [120]: 
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Для розрахунку суми ряду (Г.10) використаємо тотожність [120]: 
 1 1( ) 0.5 ( ( ) ( )).l l llJ z l J z J z    (Г.10) 
 Застосувавши тотожність (Г.10) до формули (Г.9), отримаємо:  
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є табличною. Розрахуємо суму  
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Для функцій Бесселя з парним порядком виконується рівність 
 2 2( ) ( ).l k k lJ z J z   (Г.13) 
Використавши теорему сумування [120] до ряду (Г.12) та властивість 
функцій Бесселя з парним порядком (Г.13), отримаємо: 
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Порівнюючи значення сум Gm1(0) і Gm1(1), можна зробити висновок, що Gm1(0) / 
Gm1(1) ~ P2, аналогічно Gm1(0) / Gm1(2) ~ P4 і т.д. Навіть для мінімальних значень 
кратності модуляції Р = 10, значення суми Gm1(0) на два порядки більше Gm1(1) і на 
чотири - Gm1(2).  Тому при практичних розрахунках сумами, Gm1(2)… Gm1(k)  можна 
знехтувати, а складову Gm1(1) враховувати наближено.  
Розглянемо ряд з складовою G(m1)(z1)  
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 Знайдемо суму окремих складових ряду (Г.19):  
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Для розрахунку суми (Г.20) використаємо теорему сумування: 
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і для різниці аргументів z1 і z2: 
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Віднявши вираз (Г.22) від виразу (Г.21), отримаємо: 
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 (Г.24) 
 Знайдемо суму ряду G(m1)(z1)(1)  
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 Після використання формули (Г.10) до формули (Г.25), отримаємо: 
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 Використавши теорему додавання до виразу (Г.26), матимемо: 
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(Г.27) 
Г.3. Виведення формул аналітичних виразів спектральних компонент 
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Для парних m2, m2 = 2k спектральні гармоніки C(m1)(m2)+ дорівнюють нулю, 
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де Tn – поліном Чебишева першого роду порядку n [186, 187].  
Для усунення невизначеності 0/0 у формулі (Г.29) при m1 = 0, значення 
спектральної компоненти C0(2m2-1)+ для цього випадку розраховується окремо: 
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Г.4. Аналітичний вираз спектральних компоненти C(m1)(m2) напруги на 
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Завдяки симетрії підінтегральних виразів за змінними x1 і x2, вираз (Г.30) 
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Г.5. Послідовність аналітичних перетворень виразів параметрів В і THDlf 
(5.85) і (5.86)  
Оскільки складові ряду у формулах (5.85) і (5.86) швидко спадають до нуля 
зі зростанням параметра m3, можна вважати, що сумування проводиться до 
нескінченності, М = ∞. Після підстановки у формули (5.85) і (5.86) номерів 






3 3 3 3
3
3 3 3 3
3
2




2 ( )/(3 ) 2 ( )/(3 )
2 2
1 3
1 1 2 1
(36 1) 3 3
1 2 1
;
(36 1) 3 3
j V m P V j V m P V
lf
m












    

       









3 3 3 3
3
3 3 3 3
3
2
2 ( )/(3 ) 2 ( )/(3 )
2 2 2
1 3 3 3
2
2 ( )/(3 ) 2 ( )/(3 )
2 2 2
1 3 3 3
1 2 1
( ) (36 1) 3 3
1 2 1
.
( ) (36 1) 3 3
j V m P V j V m P V
m
j V m P V j V m P V
m
B V e e
V m P m
e e










    


        




Ряд тригонометричних перетворень на основі формули Ейлера дозволяє 
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Для отримання згорнутих формул для сум у формулах (Г.34) і (Г.35), 
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і застосуємо її до виразів: 
 2 2 2 4 2 2 2 4 4 6
3 3 3 3 3
1 1 1 1 2
;






2 2 3 4 5
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
1 1 2 3 4
.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
V V V
V m P m P m P m P m P    





2 2 3 4 5
3 3 3 3 3 3 3 3 3 3
1 1 2 3 4
.
( ) ( ) ( ) ( ) ( )
V V V
V m P m P m P m P m P    
   
 
 (Г.39) 





2 2 2 4
3 3 3 3 3 3 3 3
1 1 1 3
.
( ) ( ) ( ) ( )
V




Вираз (Г.37) дозволяє наблизити дріб з похибкою, менше 1 %, вираз (Г.40) – 
6 %. Після підстановки виразу (Г.37) до формули (Г.34) та розрахунку сум із 
врахуванням істотних членів, отримаємо: 
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де φ = P3+/(3V),    – функція цілої частини числа з дробу. 
Для наближеного обчислення суми ряду (Г.35), спочатку перемножимо 
вирази (Г.37) і (Г.40) між собою: 
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 (Г.42) 
Підставивши вираз (Г.42) у формулу (Г.35) і взявши суму, отримаємо:  
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 (Г.43) 
Проаналізуємо за яких умов, параметри В і THDlf мають мінімальні і 
максимальні значення. Спочатку проаналізуємо граничні значення параметра 
THDlf, який є функцією параметрів φ і μ. Залежність параметра THDlf від μ є 
очевидною і не потребує аналізу – зі зменшенням параметра μ значення THDlf 
зростає гіперболічно.    
При аналізі впливу параметра φ, зауважимо, що у формулі використовується 
лише дробова частина від параметра φ, (операція φ- φ   ), і функція cos(2πφ), період 
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якої дорівнює φ = 1, то можна вважати, що параметр φ лежить в межах φ ∈ [0;1). У 
цьому випадку формула для розрахунку THDlf (Г.39) спроститься до виду: 
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де φ* = φ- φ   ,  φ* ∈ [0;1) 
Для знаходження точок екстремумів, знайдемо похідну від підкореневого 
виразу і прирівняємо її до нуля: 
    
4
* *2 *3 *2φ 6φ 4φ sin 2 φ 0.
3 324
        (Г.45) 
Коренями рівняння (5.73) є φ1* = 0, φ2* = 0.5, φ3* = 1. Оскільки φ* - дробова 
частина від φ, то корені φ1* = 0, φ3* = 1 відповідають будь-якому цілому числу, φ ∈ 
N. Підставляючи ці корені у формулу (Г.44), отримаємо мінімальне значення THDlf: 
 0.0236 ,lfTHD  
 (Г.46) 
тоді як максимальне знаходиться при φ2* = 0.5: 
 0.0688 .lfTHD  
 (Г.47) 
Оскільки φ* = 
3 3/ 3 / 3P V P
       , значення φ1
* = 0, φ3* = 1 з мінімальним THDlf 
відповідає умові, що параметр кратності модуляції Р3 є кратним числу 3, Р3 = 3k, k 
∈ N,  тобто коли інтергармонік не виникає. Значення  φ2* = 0.5 з максимальним 
THDlf відповідає випадку Р3 = 1.5 + 3k, тобто у режимах з інтергармоніками. 
Проаналізуємо діапазон значень параметра Г. Для цього у виразі (Г.43) 
введемо позначення P3+ / V = P3 , після чого вираз (Г.43) перетвориться до виду: 
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